
I-IASIL.KALI
TITIK DAN SILANG

HASILKALITITIKATAU SK,\L,\R dari dua buah vektor A dan B yang dinyatakan oleh A'B (baca A

titik B) didetlnisikan sebagai hasil-kali antara besarnya vektor-vektor

A dan B dan cosinus sudut 0 antara keduanya. Dalam simbol,

A.B = ABcos0, al01n

Perhatikan bahwa A . B adalah sebuah skalar dan bukan vektor'

Hukum-hukum berikut berlaku :

i. A.B = B.A

2. A,(B +C) = A.B + A'c

J. n(A.g) = (rzA). B = A. (nB) = (A. B)m, di mana m adalah sebuah skalar.

4. i.i=j.j =k.k = I, i.i = j.k =k.i =0

5. If A=AJ+\i+A"k dan B=8ri*B.U+8.k,maka
A'B = ArBr+ ArBr+ A"B"

a.A = A' = A:.+ Af,+ Af,

B.B=82=B?+Bl+Bl
6. Jika A . B = 0 dan A beserta B bukanlah vektor-vektor nol, maka A dan B tegaklurus.

HASIL-KALISILANGATATIVEKTOp dari A dan B adalah sebuah vektor C = A x B (baca A sitang B)'

BesarnyaAxBdidefinisikansebagaihasik.kaliantarabesarnya
AdanBdansinussudutdantarakeduanya.ArahvektorC=AxBtegakluruspadabidangyangmemuat
A dan B sedemikian rupa sehingga A, B dan C membentuk sebuah sistem tangan-kanan. Dalam simbol,

AxB = AB sin?l, O <- 0 1n

dimanauadalahvektor satuanyangmenunjukkanarahdariAxB.JikaA=B,atauAsejajardenganB,maka
sin 0 =0 dan kita mendefinisikan A x B = 0.

Hukum-hukum berikutjuga berlaku :

1- Ax B = - Bx A (Hukum Komutatif tak berlaku untuk Hasil-kali Silang).

2. Ax (B + C) = Ax B + Ax C Hukum distributif

3. n(Axf,) = (mA)xB = Ax (rzB) = (AxB)m, dimananadalahsebuahskalar

4. ixi = jxj = kxk = 0, ixj=9, Jxk=i, kxi=j
S.JikaA = ALI + A"l + \lt dan B = Bri + Brt +{k, maka

Hurum Komutatif untuk llasil-kali Titik

Hukum Distributif
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6. Besarnya A x B sama dengan luasjajaran genjang dengan sisisisi A dan B.

7. Jika A x B = 0 dan A beserta B bukanlah vektor-vektor nol, maka A dan B sejajar.

,IASIL-KALITRIPEL. Hasil-kali titik dan silang dari tiga buah vektor A, B, dan C dapat menghasilkanhasil-

kali yang mempunyai arti dalarn bentuk-bentuk berikut (A ' B)C' A ' (B x C) dan

A x (B x C). Hukum-hukum berikut berlaku:

1. (A.C)C + A(B.C)

2. A' (B X C)= g. (CX A)=C .(AX B)=rolu..sebuahjajarangenjangruangyangmemilikisisisisi
A, B dan C atau negatif dari volume ini, sesuai dengan apakah A, B dan B membentuk sebuah sistem

tangan-kananataukahridak JikaA=.4ri+Azj+A3k, B =Bri+B2j+B3kdanC=Cli+C2j+
C3k, rnaka

A.(B x C)

J. 6x (RxC) I (AxB)xC (HukumAsosiatiftakberlakuuntukUasil-kaliSilarrg)

4. Ax (BxC) = (A.C)B - (A.B)C
(AxB)xC = (A.C)B - (B.C)A

Hasik-kaii A . (B x C) seringkali disebut &asil-kali tripel skalar atalu hasil-kali korak dan dapat dinyatakan
dengan I ABC ]. Hasil-kali A x (B x C) disebut hasil-kali ripel vektor.

DalamA.(BxC)scringkalidihilangkantanda-kurungnyadandituliskansajasebagaiA-BxC(lihat
Soal-soal 4l . Tetapi tanda-kurungnya harus dipergunakan dalam Ax (B x C) (lihat Soal-soal 29 dan47).

HIMPUNAN VEKTOR-VEKTOR RESIPROKAL (RECIPROCAL)..Himpunan vektor-vektor a, b, c dan a', b', c'
disebut himpunan atou sistent vektor-vektor
resiprokal jlka

a.e'= b.b'= c.c' = 1

a'.U = 3.'.c = b'.a = b'.c = C'.a = C'.b = 0

Hirnpunan-himpunan a, b, c dan a', b', c' adalah himpunan vektor-vektor resiprokal jika dan hanya jika

, bxc i, cxa r ?xbz-,D,c
a. bxc a- bxc a. bxc

di mana a . b x c * 0. Lihat Soal-soal 53 dan 54.

Soal-soal yang Dipecahkan

HASIL KALI TITIK ATAU SKALAR

l. Buktikan A.B = B.A.
A.B = AB cos 0 = B,4 cos 0 = B- A

Jadi hukum komutatiiberlaku untuk hasil kali titik.

41 .4^ A3

81 82 83

ca c2 cs



ilAslt.K.Al,l il.l lK l).\N sll-.\N(;

Buktikan bahwa proyeksi A pada B sama-dengan A . b, dimana

b adalah vektor satuan dalam arah B

Melalui titik-titik pangkal dan terminal dari A buatkan
bidang-bidang yang melewatinya dan yang berturut-turut te8ak-

lurus B di G dan 11 seperti diperliliatkan dalam gambar di sam-

ping, maka

ProyeksiApadaB= Gll = W -- e cosd = A'b

3. Buktikan A'(B+C) = A' B + A' C.

Misalkan a sebuah vektor satuan dalam arah ,4, maka

Proyeksi (B + C) pada A= proy. B pada A + proy. CpadaA

(B+C).e = B'8 + C'a
Perkalikan dengan,4

(B+Ci.z{a = B.At + C.A^
(B+C).A=B.A+C.A

Hitunglah masing-masing yang berlkut ini :

(c) i.t = l,l lil cosoo = (r)(r)(1) = 1

(D) i'k = lil ltl cos so".= (1)(1)(0) = 0

(c) k'J = ltl lil cos soo = (1)(1)(0) = o

(d) i.(2i-3j+k) = 2j'i-3j'j+j'k = 0-3+0 =

(e) (2i-i)'(3i+k) = 2i'(3i+k)-j'(3i+k) = 6l'l+

atau

Maka menurut hukum komutatif untuk hasil kali titik

A.(B+C) = A.B + A.C
jadi hukun-, distributil disini berlaku.

4. Buktikanbahwa (A +B).(C +D) = A.C + A.D + B.C + B.D.
MenurutSoal 3, (A+B).(C+D) = A.(C+D)+B.(C+D) = A.C +A.D +B.C+B.D

iadi hukum-hukum irasil-kali biasa dari aljabar berlaku untuk hasil'kali titik.

5"

-3
2i'k-3J'i-i'k = 6+0-0-0 = 6

Jika A= Ai+ Azi +,43k dan B = Bri + B2j+82i + 83k. maka buktikan bahwa

A.B = ArBr+ ArBr* 4Br.
A. B = (lli + A2i + 4k\'(B1i +B2i +8sk)

= l1i. (81i +Bj +8sk) + A2l.(B] +82J +B3k) + 4k.(B1i +B2J +83k)

-- A7Bal. l+4B2l.J +48sl.k +ArBrt-l +Ardrl.l +,{r8rJ.k +/381k.1 +482k-t +l3B3k.k

= ArBr+ AzBz + AsBs

karena i.i = j.j = k.k = 1 dansemuahasilkalititiklainnyanol.

7. Jika A = Ari + A; + 4k, perlihatkan bahwa ,{ = ,tAA = 'q;4;7"

A.A = U\U)cos oo = ,{.2. Maka.l = /;i.
Juga, e. A = ULI + A;l + 4k\. (AJ + A;+ 4k)

= (Ar\(Ar\ + (A2)U2\ + (13)(/3) = e2, + ef, + ef,
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Iflel;urut Soai 6. di nlana diambilkan B = A.

Maka /i = vA.A = n'e1j ,* I
Carilalr sridui arrrrira A = 2i + 2j - k

A'B -- AB cos 0, A = vIzj;?ff;cff =

A.B = (2)(6)+ (2)(-3)+ (-1)(2) = 12_6_2

Maka cosd = A'B - 4 - 4
AB (3)0) 27

adalah besarnya A. Seringkali A .A dituliskan A2

dan B = 6i-3j+2k.

3, B = ,/@;74j2;(8 = 1

0,1905 dan d = 79o kuranglebih.

tt.

9.

I0.

I l_

Jika A . B = 0 dan jika -,1 dan B tidaklah nol. perlihatkan bahwa A regaklurus B.

Jika A . B = 18 cos B = 0. rnaka cos 0 = 0 atau 0 = 90o. Sebaliknya, iika g = 90o. A . B = 0.

Tentukan hargaa sehinjga A = li +aj + k dan B = 4i - 2j - 2k tegakluLus.

Dari Soal 9. A dan B tegaklurusjika A . B = 0.

Maka A. B = tl)(4)+ (a)(-l)+(l) r,-:;-- 8 -2a - 2 = 0 untuka= 3.

Buktikan bahwa vekror-vektorA=3i-lj +k, B=i-3j +5k, C= 2i+i- 4kmembentuksebuah segitiga

siku'siku.

Pertama haruslah kita memperlihatkan bahwa vektor-vektornya membentuk sebuah segitiga.

Dari gambar terlihat bahwa vektor-vektornya akan membentuk sebuah segitiga jika

(a) salahsatuvektornya,katakan(3)adatahresultanataujumlahdari(l)dan(2),
(b) jumlahatauresultandarivektor-vektor(1)+(2)+(3)adalahnol,menurut(a)duabuahvektornyame-

miliki titik terminal yang sama atau (b) tak ada vektor-vektor yang memiliki titik termir,al yang sama.
Dengan mencoba-coba, kita dapatkan A = B + C sehingga dengan demikian vektor-vektornya memang
rnembentuk sebuah segitiga.

Karena A .B = (3) (l) + (*2) (-3) + (1) (s) = 1+. A.C = (3)(2)+(-2)(1)+ (l)(-4)=0, dan

B.C = (1)(2) + (-3)(1) + (5)(-4) = -21, rnaka dari sini diperoleh bahwa A dan C salingtegaklurus-

dan segitiganva adalah sebuah segitiga siku-siku.

12. Carilah sudut-sudut yang dibentuk vektor A = 3i - 6j + 2k dengan sumbu-sumbu koordinat.

Misalkan o. p. 7 adalah berturut-turut sudut yang dibentuk A dengan sumbu-sumbu .t, y, z.

A.i = (l)(1)cos d = /@+G6l'9.ef cos d = ?cos o
A.i = (31-6j+2k).i = 3i.i-6J.i+2k.i = 3

Maka cos 0, = 3/7 = 0.4286, dan c = 64,6o kurang lebih.

I)engancarayangsama, cos I =-e/2, B =1490 dan cosy= 2/1, y=13.4".
Cosinus-cosinus dari a, p dan 1 disebut cosinzs-cosinus arah dari A. (Lihat Soal27, Bab. I ).

(6)(o)
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Carilalr proyeksi vektor A = i *2j + k pada vektor B = 4i - 4i +7k'

VektorsatuandalamarahBadalah b= * = -ry6 ,/(+\' +(-4)2+ (?)z

Proyeksi A pada B = A.b = (i-2i +k)' tlr-fl-lrl

= (1)(*) + (-2)(- 
$r 

* rutll = $ '

14. Buktikan hukum cosinus untuk segitiga bidang.

Dari Gamb. (a) di bawah, B + C = A atau C = A - B'

2l

13.

g.g = (A-B)'(A-B) = A'A+B'B-2A'B
C2 = A2+82-2ABcos0-

* 1r.
I

Gambar (J)

Pergunakan Carnb. (b) diatas sebagai

= i'- 3,

Maka

dan

15.

. Gambar (a)

Buktikan bahwa diagonaldiagonal belah-ketupat saling tegak-lurus.

acuan.

16. Tentukansebuahvektor satuanyangtegakJurusbidangA= li - 6j -3kdan B=4i+3j -k.
Misalkan vektor C = cri * c2j + cak tegaklurus bidang yang memuat A dan B' N'{aka C tegaklurus A

dan iuga B. Oleh karena itu.

OQ=OP+PQ=A+B
OR+RP =OP atau B+RP= A

atau Oe.Rp = (A+B).(A-B) =

Oleh karena itu OQ tegaklurus RP.

C.A = 2c1-6cr-3c" =

C.B = 4c1+3cr- c, =

Pecahkan (1 ) dan (2) secara serempak : q =

l\'laka vcktor satuan (lrialn arah C aclalah

Carilah usaha yang dihkukart dalanr

gaya yang dikcnakan adalalr F = li j

dan RP = A-B
A2 - 82 = 0, karcra A--B .

0 atau U\ 2cr- 6c, = 3c, . ; ;
0 atau (2) 4cr+ 3c, = c" , ; ''-i l'

%. %--- *u' " = trit-]i * tr'

1(;l -;J

nrenggerakkan sebuah obyek separljang vcktor r = 3i

- k. Pelgunakatt Gartlbat (s) di balik scbagai actlatr'

1

2

q
C

rfxr.

l'7 .
+ 2.; - 5k jika
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(besarnya gaya dalam arah gerak) (panjang lintasan yang ditempuh)

(F cos 0) (r) = F. r
-- (2i-j-k)'(3i+2i-5k) = 6-2+5 = 9'

I

(;xnlbrr (a)

Carilah persanraan untuk bidang yang tegaklurus vektor A = 2i + 3j + 6k dan melalui titik te-rminal dari

vektor B = i + 5j + 3k (lihat Gambar (b) di atas).

Misalkan r adalah vektor kedudukan dari titik P, dan Q titik terminai B.

Karena PQ = B - r tegaklurus A, (B - r). A = 0 atau r. A = B. A adatah persamaan bidang yang dike-

hendaki dalam bentuk vektor. Dalam bentuk koordinat-koordinat tegaklurus, ini menjadi

(xi + y! + zk).(2i + 3j + 6k) = (i + 5j + 3k).(2i + 3i + 6k)

2x +3y +62 = (1)(2) + (5)(3) + (3)(6) = 35

(irnrtt.rr (/t )

+1r+9t.1-7

t<]t + srll + arf;r

19. Carilahjarak titik-asal ke bidang dalam Soal 18.

Jarak dari titik asal ke bidang adalah proyeksi B pada A.

vektorsatuan dalamarah Aadalahh = + = .,j!lli+j!-: =A r'ef +(3f +(6F

Maka,proyeksiBpadaA= B.a = (i+5i+3k)'(;i *fl tf;rl

iI,\SII,- KALI StL.\\(] ,\T,\U vEKI'OR

21. BuktikanAxB = -BxA

,
-l7

Jika A adalah vektor sebarang, buktikan bahwa A = (A'i)i + (A' j)i + (A'k)k.

KarenaA= Aj+A2l+4k, A.i =,4ri'i +A2i.1 +A.k.i = A,

Dengan cara yang sama, A' i = Az dan A ' k = lg '

Maka A = Aj + 4i+4k = (A.i)i +(A.J)J +(A"k)k.

Grnrbrr (a) (iaqrhar (l)
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A x B = C besarnya AB sin 0 dan arahnya sedemikian rupa sehingga A, B dan C nrembentuk sebuah

sistem tangan kanan (Gambar (a) di halaman 22, barvah).

BxA=DbesarnyaBAsin0danarahnyasedemikianrupasehinggaB,AdanDmembentuksebuahsis-
tem tangan kanan (Gamb. (b) di halanran 22, bawah).

Maka D besarnya sama dengan C tetapi berlawanan arah, yakni C = - D atau A x D = - B x A.

Hukurn komutatif tak berlaku untuk hasil kali silang.

22. likaA x B = 0 dan A beserta B tidaklah nol, perlihatkan bahwa A sejajar B.

JikaA xB =lBsin0 u= 0. makasin0 =0 dan0 =0" atau 180"

23. Perlihatkanbahwa lRxnl'* le.rl" = lol'lrl'.
lnrnl'* le.nl' = ln "tno 

ol'* l,lr co'ol' A2B2 s1n2 0 + A2B2 cos2 0

A2B2 = lelrlrl,

23

24

25.

Hitunglah r.nasing-masing yang berikut ini.

(a) ixJ = k
(6) jxk = I
(c) kYi = 5

(d) kxj = -jxk = -i
(e) ixi = 0

(f) JxJ = o

(g) ixx = -kxl = -J
(h)(2fix(3k)=6Jxk = 6l
(r) (3r)x(-2k) = -6ixk = 6j

(i) 2jxt-3k = -2&.-3I = -5k

Buktikan bahwa A x (B + C) = A x B + A x C

untuk kasus dimana A tegaklurus B dan juga C.

Karena A tegaklurus B, A x B adalah sebuah
vektor yang besarnya lB sin 90o = /48 atau besar-
nya vektor u{B. Ini ekivaien dengan mengalikan
vektor B dengan A dan merotasikan vektor resul-
tannya sebesar 90o ke kedudukan yang diperli-
hatkan dalam gambar di samping.

Dengan carr yang sama. A x C adalah vektor
yang diperoleh dengan mengalikan C dengan ,4

dan nrerotasikan vektor resultannya sebesar 90o
ke kedudukan yang diperlihatkan.

Dengan cara yang sama, A x (B + C) adalah
vektor yang diperoleh dengan mengalikan B + C

dengan ,4 dan merotasikan vektor resultannya se-

besar 90o ke kecludukan yang diperlihatkan.

Karcna A'x (B + ' ) adalah diagonal jajaran-genjang dengan sisi-slsl A

Ax(B+C)=A'xB+AxC.

Buktikan bahrva A x (B + C) =A x B+A xC untuk
kasus vang unrunr dimana A, B dan C tak-koplanar.

Uraikan B kedalarn dua buah vektor kolrtponen,
dirrana yang satunya tegaklurus A dan yang lainnya
sejajar A. dan nyatakan nrasing-masingnya dengan
B, dan B,,. Maka B = Br + Brr.

Jika 0 adalah sudut antara A dan B. nraka B, =

x B dan A x C. Inaka kita Peroleh

26
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.8 sin 0. Jadi besarnya A x 81 adalah AB sin 0, sama dengan besarnya A x B. Juga, arah dari A x 81 sama
denganarahdari A x B. Olehkarena itu, A x B, = a x 3.

Dengan cara yang sama, jika C diuraikan ke dalam dua buah vektor komponen C11 dan C1 yang masing-
masingnya sejajar dan tegaklurus A, maka A x C, = a y 6.

Juga,olehkarena B+C = Br*Brr+Cr+C1 = (81+Cr)+(B,,*C,,) n'-"kadarinyadiperoleh
Ax(Br+C1) = Ax(B+C).

Sekarang, B-. dan C-' adalah vektor-vektor yang tegaklurus A sehingga menurut Soal 25,

Ax(Br+Cr) = AxBr+ AxCr
Maka AX(B+C) = Ax3+AxC

Jadi hukum distributif disini berlaku. Perkalikan dengan -1, dan pergunakan Soal 2l,hasilinimenjadi
(B +C) x A= B x A+C x A.Perhatikanbahwaurutanfaktor-faktordalam hasil-kali+ilangadalahpenting.
Hukum-hukum aljabar biasa berlaku di sini hanyajika urutan yang sesuai tetap dipertahankan.

27.Jika A=Ati+Ari+A3k dan B=Bri+B2i+ B"k, buktikanbahwaAxB =

ijk
A1 A2 As

81 82 Bs

A xB = (A,t+A2l +/sk) x (81i +82J +8sk)

=,{1i x (B1i + BrJ + Qk) + A2! x (B7l + E2l + BsUl + l3k x (811 + 82j + 8ok)

= AtBixl+A7B2lx! +11ftlxh +A287!xt+A2B2lx!+A2Belxh,+/{3g1kxl +asB2kx!+AsBsLx\

= (AzBs - AsBz\l + (AsB7- AtBs\l + (ALB2 - A2Bl)k =

i J k!
A, 4, A"l .

BL 82 Bsl

28.Jika A = 2i-3j-k dan B = i+4j-2k, carilah(a)AxB, (r)BxA, (c)(A+B)x(A-B).

(c) AxB = (2t-3J-k)x(t+4r-2k) =

T J LI
2 -3 -11
t 4 -2 I

=,1-: :;l-,1? :ll. -l? ll =,,+3r+,1k

Metode lain.

(2i-3J -k)x(i+4J-2k) = 21x(t+{J-2k) - 3rx(t+4j-2k) - kx(i+4J-2k)

= 2ixi + SixJ -4lxk -3Jxl -12JxJ + 6jxk - kxi -4kxj + 2kXk

= 0 +8k f 4J +3k-0 +6r-r.f 4i +0 = 10i +3j + l1k

(b) BxA = (i+4J-2k)v(2i-3J-k) =

=,1-', -ii ,ll ::1.

iJk
1 4-2
2-3-1

kl1 4l
l2 -3 I

= -10i - 3J - 11k.

Bantlingkan dengan (a ), A x B = - B. x A. Perhatikan bahwa ini ekivalen dengan teorema : Jika dua
buah baris dari determinan dipertukarkan maka determinannya berubah tanda.

(c) A+B = (21-3J-k) + (t+4J-2k) = 3i +J -.3k
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A-B = (2i-3J-k)-(i+4j-2k) = t-?j +k

Maka (A+B)x(A-B) = (3i+J-3k)x(i-?j+k) =

=,1-; -il -,li -ll
Metode lain.

25

iik
3 1-3
1-7 I

r'l 3 tl
l1 -7 I

= -20i - 6J - 22k.

(A+B)x(A-B) = Ax (A-S) + Bx(A-B)
= AxA-AxB+BxA-BxB = 0_AxB-AxB_O = -2AxB
= -2(10i+3j+11k) = -20i - 6j -22k, pergunakan(a).

29. Jika A = 3i-2j+2k, BB = 2i+j-k, dan C = i-Zj+ 2k, carilah (a) (AxB)xC,
(b) Ax(BxC).

(a) AxB = =-i+7j+5k.

Maka 1a y !l =-,+?i-5k

i i kl
3 -1 2l
: 1 -'I
B)xC = (-

i
-1

1

j
1

-2

k
_T

2

i+7j+5k) x(i-2j+2k) =

= 0i-5j -5k = -5J-5k.
It I
I(b) BxC = l2 I
lr -2

Maka 6y16 16; = (3i-j +2k) x (-sj-5k) = I j, url 
= ru,+rsr-lsk.

o -5 -51

Jadi (A x B) x C + Ax(B xC),yangmemperlihatkanperlunyatanda-kurungdalamAxB xCuntuk
me4ghindari tafsir ganda.

30. Buktikanlah bahwa luas jajaran-genjang dengan sisi-sisi

A dan B adalah lA x Bl.

Luasjajaran-genjang = ilBl
= lAl sin 6 lBl
= laxnl.

Perhatikan bahwa luas segitiga dengan sisi-sisi

AdanB=7, lAxBl.

31. Carilatiluassegitigayangtitik-titiksudutnyaberadadiP(1,3,2),Q(2,*l,l), R(-1,2,3)

PQ = (2-l)i+(-1 -3)j+(1-2)k = i-4j-k
PR = (-1-1)i+(2-3)j+(3-2)k = -2i-j+k

Dari Soal 30,

Luas segitiga = !l rqxenl *l ri-+i -k) x (-2i-j +k) 
|

ij
1-4

-2 -1

k

-l
1

I

I

I

I
l.
trt
I

I
I

I

rl | = *l -si + j -sk I = iv(:sf-Tcl"-T .,,8 = +/tol .
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Tentukan vektor satuan yang tegaklurus bidang dari A = 2i - 6i * 3k dan B = 4i + 3j - k.

A x B adalah sebuah vektor yang tegaklurus bidang dari A dan B.

li j
ars = lz -6

I14 3

Vektor satuan yang sejajar A x B adalah

kt
-31 = 15i-toj+3ok
-1 I

AxB _ 15i-10j+30k _

ln"nl ,nR;l.-l,rrf.-co7
3. 2. 6-
7r-?J+?x

33

Vektor satuan lainnya yang berlawanan arah adalah (- 3i + 2j - 6k)17. Bandingkan dengan Soal 16

Buktikan hukurn sinus untuk segitiga bidang.

Misalkan a,.b dan c menyatakan sisi-sisi segitiga IBC
seperti diperiihatkan dalam gambar disamping; maka
a * b n c = 0. Perkalikan dengan a x, b x dan cx secara

berturutan, ki.ta peroleh

vakni

atau

axb = bxc = cxr
adsinC = 6csinl = cosinB

sin I sin B sin C

abc

34. Pandang sebuah tetrahedron dengan permukaan-permu-

kaan F1, Fz, Fz, Fa. Misalkan Vr, V:, V3, Va adalah
vektor-vektor yang besarnya masing-masing sama-dengan

luas dari Ft, Fz, F3, Fa d.an yang aiah-arahnya tegak-

lurus pada permukaan-permukaan ini dalam arah keluar.
Perlihatkan bahwa V, + v2 + V3 + V4 = 0.

Menurut Soal 30, luas permukaan sebuah segitiga
yang dibentuk oleh R dan S adaiah y, ln x S l.

Vektor-vektor yang berhubungan dengan permuka-
an-permukaan tetrahedron ini adalah

vr= |exn, vr= |rxc, vs= *cxe, vo= !1c-e1 x(B-a)
Maka vr+Yz+"*n' 

I ;i:,:l :::. :::.:1;:::;:'1".*AxAr = 0.

llasrl ini dapat diperluas untuk polihedra tertutup dan dalam keariaan limit untuk sebarang pernukaan
tertutup.

Dikarenakan oleh pemakaiannya yang disajitan disini, maka seringkali besaran luas diberi arah dan da-
Ianr hal ini kita berbicara mengenai.vektor luus.

35. . Carilah suaiu pcrnyataan untuk r,rontcn dari sebuah gaya F terhadap sebuah titik P.

Monlen M dan F terhadap 1' besarnya samadengan F kali jarak tegak-lurus P ke garis-kerja dari F.
Maka jika r adalah vektor dari 1, ke titik-pangkal e dari F,

M = F(r sind) = rFsin6 = lrxrl
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Bita kita memhayangkan sebuah sekerup berulir-kanan
(right-[hreadedl cli l' yang rcrak-lurus bidang dari r Can F,
ntaka bila gayii F bekerya. sc'kelupnya akan bergerak dalam
arah r x F. Dikarenakan hal ini, maka adalah sesuai untuk
nrendeiinisikal i:tomen sebagai vektor M = r x F.

36. Sebuah benda-kaku berotasi ntengelilingi sebuah sumbu
yans nrelalui titik O dt-ngan besar kecepatan sudut Gr. Bukti-
kan bahwa kecepatan linear v dari sebuah titik P dari benda
dcugau vektor kedudukan r diberikan oleh v = <,.l x r. dinrana
co ndahh vektor yang besat'nya c.r dan arahnya sesuai derlgan
arah ntajurrya sekrup bila urcngalanri rotasi yang sama.

Karcna P rnelintasi sebuah lingkaran berjejari r sin d,
nraka hc,sarnya kecepatan linear v adalah t,-l (r sin 0) =
i c,.1.", l. Juga. v haruslah tegakJurus o)dan rkedua-duanya
sedenrikian rupa sehingga r, (, dan v membentuk sebuah
sistern tangan-kana11.

lvlaka besar dan arah v sesuai dengan c^l x r, oleh karena
itu v =0(,) x r. Vektor c,-l disebut kecepatan sudttt.

HASIL KALI TRIPEL.

37. Perlihatkan bahwa harga mutlak dari A . (B x C) sama de-

ngafi volunle paralel-epipedum dengan sisi-sisi A, B dan C.

Misalkan n adalah normal-satuan terhadap jajaran-gen-
jang /, yang searah dengan B x C dan misaikan /r adalah tinggi
dari titik-terminal A di atas iajaran-genjang 1.

Volume paralel-epipedurn = (tinggi ft) (luas jajaran-gen-
jane I).

= (A.n)(laxcll
= a.{ lt"cln} = A'(Bxc)

27

\

9.\,\-\
-_)

Jika A, B dan C tidak
ll.(s *c) l.

membentuk sebuah sistem tangan-kanan maka A.n(0 dan volumenya

38. Jika A = Ai + A2i + Ask, B =Bri+B2i +Bsk, C =Cri + Crj +C"k perlihatkan bahrva

A. (BxC)
At A2

B! 82

Ct C2

A"l
Brl
c"l

A.(BxC) = A.
i j ki
Bt 82 hl
C1 C' C'I

= (Ai + A2i + /{'k) .llBrcr-B"Cr)i + (83C1 -81 Cs\i + G$z-BzCik)

A1 A2 Asl

Ba B, B"l

c, c2 c.l
= A1(82C3-fuC2) + A2(BsCa- B1C3) + &(B$2-B2Ct) =
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39. Hitunglah (2i-3i) - lfi*i-k)x(3i-k)].

Menurut Soal 38, hasilnya

Metode /ain. Hasilnya samadengal

(2i-3i). [ir(Si-k) + jx(3i-k) - kx(3i-k)]
= (2i-3j). [3ixi *ixk + 3ixi -jxk - gkxi + kxk]
= (2i-3i).(0 + j - 3k - i - 3j + 0)

= (2i-3i).(-i-2j-3k) = (2)(-1) + (-3)(-2) + (0)(-s) = 4.

40. Buktikan bahrva A' (B x C) = B' (C x A) = C'(A x B).

2 -3 0r
1 1 -rl =E.
3 o -rl

A. A. A.I
a, ai s"l
cr c2 csl

Menuiut Soal 38, A. (B xC) =

Menurut salah satu teorema dari determinan yang menyatakan bahwa pertukamn dua buah baris dari
sebuah determinan merubah tandanya, maka kita perolen

A, A. A.I
a, ai a"l =

ca c2 cal

lAr A2 A3

ln, a, n"
lc, ct c.

B. B^ B.I
ei ei e"l
cL c2 csl

cr c2 c3l
Br 82 B3l =

Ar A2 hl

81 82 B3l
C7 C, C.l = B.(CxA)
A, A, hl
cl c2 c3

AL A2 Ag

81 82 Bg

= c.(AxB)

41. Perlihatkan bahrva A' (B x C) = (A x B). C .

DariSoal 40, A.(BxC) = C.(AxB) = (AxB).C

Kadang-kadang A - (B x C) ditulis tanpa tanda-kurung seperti A .B x C, Dalam hal demikian tak mung-
kin timbul tafsir ganda karena interpretasi yang hanya mungkin adalah A .(B x C) dan (A . B ) x C.

Akan tetapi yang terakhir tak mernpunyai arti karena hasil kali silang antara skalar dan vektor tidak didefi-
nisikan.

HasilA.BxC=AxB.Cseringkalidiringkasdalampernyataanbahwatitikdansilangdapatsaling
dipertukarkan tanpa mempengaruhi hasilnya.

42. Buktikan bahr.va A. (A x C) = 0.

DariSoal 41, A.(AxC) = (AxA).C = 0.

43. Buktikan bahrva syarat pertu dan cukup agar vektor-vcktor A, B dan C koplanar adalah A. B x C = 0.

Perhatikan bahwa A. B x C tak dapat berartilain daripada A. (B x C).

Jika A, B dan C kopla.nar, maka volume paraiel-epipedum yarrg dibentuk nrereka adalah nol. Maka rne-
nurutSoal 37,A.Bx C=0.

Sebaliknya, jika A . B x C = O. maka volume paralel-epipedum yang dibentuk oleh vektor-vektor A, B

dan C adalah nol, dan dengar demikian vektor-vektor haruslah terletak dalam sebuah bidang.

44. Misalkan r1 =x1i +.r,rj + zrk,12=,r,i +,r'2j +z2k d:ru 13 =,r'1i +-r,1i +:rk atlalah vcktor-vektorkcdu-
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dukan dari titik-titik Pt (xr, !r, z), Pz (*2, Iz, Zz) danP3 (x3, !t,zt). Carilah persamaanuntukbidang
yang nrelalui P 1. P2 dan P3.

Kita menganggap bahwa Pt, P2 dan P3 tidak ter-
letak pada sebuah garis-lurus; oleh karena itu mereka
menentukan sebuah bidang.

Misalkan r = xi+ yj + zk menyatakan vektor ke-
dudukan dari sebarang titik P (x, .1-', z) dalam bidang
diatas. Pandang vektor-vektor P 1P2 = 12 - r1, P1P3 =
13 - rl dan P1P = r - 11 }rang semuanya terletak dalam
bidang.

Menurut Soal 43, P1P. P1P2 x PrPs = 0 atau

(r-11).(r2-q)x(rs-11) = 0

Dalam koordinat-koordinat tegak-iurus persamaan ini
menjadi

[(z-2.)l +ly-ylt! 1(z-zr)k] 'l(4-rr\l + Q2-ylt!

lx-zr f-lt
atau, pe!.gunakan Soal ia. l rr-r, l2-y7

I
I ts-rt Ys-Y7

a Qr-zr'))t)x [(:"-zr)l + (y3-y1)t + (:.-21)l] =o

z - zrl

"r-rrl = o .

,"- rrl

45. Carilah persamaan untuk bidang yang ditentukan oleh titik{itik Pr(2, *1 ,l), P2 (3, 2, -l) dan P3(-1.
3, 2).

Vektor-vektor kedudukan dart Pr,P2, P3 dan sebarang titik ^(x, /, z) adalah berturut-turuth= 2t-J +k,
t2:Xl+2t-L, rs=-l +?t +2, da;r r =rl +yt+ zl.

MakaPP, = r -rl,PzPr =r: -rr,P:Pr =13-11 S€(lu&nyaterletakdalamLidangyangdikehendaki,
sehingga (r - q) . (r2 - q) x (rs - 11) = 0

yakni [tr-z)t +(y+l)J+(z-1)k] . [t+si-2k] x[-et +*i +r,] = 0

[{r-z)t +(/+1)!+(z-1)r] . [rri+5J+ 13k] = 0

l1(r-2) +5(y+l)+73(z-1) = 0 atau llx+5y +132 = 30.

Jika titik-titik P, Q dan R sentuanya tidak terletak dalarn garis-lurus yang sama dan vektor-vektor keduduk-

annyarelatifterhadaptitikasaladalaha,bdancmakaperlihatkanbah$,aaxb+bxc+cxaadalahse-
buah vektor yang tcgak-lurus bidang dari P, B dan R.

Misalkan r adalah vektor kedudukan dari sebarang titik dalam bidang dari P, Q dan R. Maka vektor-
vektor r - a, b - a dan c -'a koplanar, sehingga menurut Soal 43.

41 .

Jadi a

dan R.

BulCtikan:

(r-r).(b-r)x(c-1) = $ atau (r-a).(sxb+bxc+cxa) = 0.

xb+bxc+cx,ategak-lurus.padar-adandengandernikiantegak-lurusbidangdariP,Q

(a) Ax(BxC) = B(A.C)-c(A.B), (6) (AxB)xC = B(A.c)-A(B.C).

(a) Misalkan A=Ai,+Ail+Ask, B=B1t+BzJ+

lr
Maka Ax(Bxc) = (ALI+A2!+l3k) x l81

lc,
(A]. +A2!+,{3L)x([82C3

Bsk, C=Crl+Czj+Csk.

J kl
B, Brl
C, c.l

- &Cz] r + [r"C, - arc"] 1 + lBlC2- B2C7)ti
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rjul
AlA2Asl

B2C3 - B3C2 B3C7- BTC| B$"- B2C1l

= (A2B 7C2 - A2B2C r- AyB3C1+ l3B1Ca) i + (AsB2Ce - A1B1C2- AIBIC2 + A1B2C ) i
+ (A7B3C1- AtBrCs- A2B2C3 + A2F€c2rk

Juga. B(A.C) - C(A.B)

= (B1l+B2l +83k)(11C1 +A2C2+AsCd - (Ci+C2l +C3k)(1181 +A282+A3Bs\

= (A2B LC 2 + AsB LC s - A2C aB 2 - Arb rB 
"t 

i + ( B 4$ t + B 2AsC a - C2A1B 1 - C2fu B ) !
+ (BBATC L + B|A2C2- CaAaB t - CsA2B2)k

dan dari sini diperoleh hasilnya.

(6) (AxB)xg = -Cx(AxB) = -{nfC.Sl-B(C.A)} = B(A.C)-A(B'C) dengan mengganrikan

A, B dan C dalam (a) berturut-turut dengan C, A dan B.

PerhatikanbahrvaAx(BxC)*(nxB)xC,yangberartibahwahukumasosiatifuntukhasilkali
silang tak berlaku bagi semua vektor A. B. C.

+d. Buktikan : (AxB).(CxD) = (A-C)(B.D) - (A.D)(B.C).

DariSoal 41, X'(CxD) = (XxC)'D. Misalkan X=AxB;maka

(AxB).(cxD) = {(AxB)xc} . D = {B(A.c)-A(B.c)} . D

= (A.C)(B.D) _ (A.D)(B.C), pergunakan Soal47 (b).

49. Buktikan: Ax(BxC) + Bx(CxA) + Cx(AxB) = 0.

Menurut Soal 47 (a), A x (B x C) = B(A. C) - C(A' B)

Bx(CxA) = C(B'A) - A(B'C)

C x (A x B) = A(C.B) - B(C. A)

Jumlahkan, maka diperoleh hasilnya.

50. Buktikan: (AxB) x(cxD) = B(A.cxD) - A(B.CxD) = C(A.BxD) - D(A.BxC).

Menurut Soal 4't (o), Xx(CxD) = C(X.D) - D(X.C). Misalkan X=AxB; maka

(AxB) x (CxD) = C(AxB.D) - D(AxB.C)

= c(A.B xD) - D(A.B xC)

MenurutSoal 47(D) (AxB)xY = B(A.Y)-A(B.Y). Misalkan Y=CxDi maka

(Ax B)x (Cx D)=B(A.Cx D)-A(B.Cx D).

51. Misalkan PQR sebuah segitiga boia yang sisi-sisinya p, q, r adalah busur-busur dari lingkaran-lingkaran besar.
Buktikan bahs l

sinP _ sinQ - sinR
sin p sin g sin r

Andaikan bahwa bolanya (lihat gambar di halanran 3 t) berjejari satuan, dan misalkan vcktor-r'ektor
satuan A, B, dan C digambarkan dari titik-pusat bola O bcrturut-turut ke P, Q, dan R. Dari Soal 50,

(j) (AxB)x(AxC) = (A'BxC)A
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Vektor satuan yang tegak-lurus A x.B dan A x C

adalah A, sehingga (1) menjadi

(2\ sinr sing sinP A = (A.BxC)A
(3) sinr sing sinP = A.BxC

Dengan mempermutasikan p, q, r, P, Q, R dan
A, B, C secara siklis, kita dapati

3l

(4)

(5)

sinp sinr sinQ = B'CxA
sing sinp sinft = C.AXB

Karena ruas kanan dari (3), (4) dan (5) adalah
sama (Soal 40) maka
sin rsin 4 sin P= sin p sin r sin Q =sinq sin p sin R

yang darinya kita peroleh sinP _ q1Q = sinR
sinp sin g sin r

Pernyataan ini disebut hukum sinus untuk segitiga bola

52. Buktikarr: (AxB)'(BxC)x(CxA) = (A'BxC)2.

MenurutSoal 47(a), xx(CxA) = C(x.A)-A(x.C). MisalkanX=nx C;maka

(BXC)X(CXA) = C(BXC.A)- A(BXC.C)

= C(A'BxC) - A(B'CxC) = C(A'BxC)

(AxB)'(Bxc)x(cxA) = 
::;l"i.f r,I"l = (A.Bxc)2

Diketahui vektoi-vektor a' = -! xi-
a'bx c

perlihatkan bahrva jika a' hx c I 0 , maka

b'= dan c' =e.bxc

Jadi

(a) d.a = a.d

t'.t = t.d

t,
c. c = c. c

cx a axb
a'bxc'53_

(a) a'.a = b'.b = c'.c = 1,

(b) i'.b = a'.c = 0, b'.a = d'c = 0, c''a = c"b = 0,

(c) jikaa'bxc = Znraka ,'.b'* c'= llV.
(d) a', b' dan c' tak-koplanar jika a, b dan c tak-koplanar.

bx c a.bxc
=_=1a.bxc a.bxc

cx & b.cxa a.bxc
b.- = 

- 

= r

a.bxc a.bxc a.bxc
axb c.axb a.bxc

"'".rr" = 
".nr" 

= a.b*" = i

bxc b.bxc bxb.c
a-bxc a.bxc a.bxc

rb) a''b = l.i =

Dengan cara yang sama diperoleh hasil-hasil lainnya. Hasil-hasil ini dapat dilihat dengan memperhatikan

bahwa misalnya, a' arahnya sejajar b x c sehingga dengan demikian haruslah tegak-lurus b dan c dari mana

diperoleh r'' b= 0dan a'' c= 0.
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Dari (a) dan (D) kita melihat bahwa himpunan vektor-vektor a, b, c dan a', b', c'adalah vektor-vektor
resiprokal. Lihat pula Soal-soal Tambahan 104 dan 106.

(c) ,'= b'", d= "'", ",= "'bYVY
t .,, (bxc).(cxa)x(axb) (axb).(bxc)x(cxe)Maka a'Dxc = 

----=-r
vo tf

_ (a.bxc)2 
= 

V, 
= LV" = V. = 

n Pergunakan Soal 52.

(d) Menurut Soal 43,jika a, b dan c tak-koplanar a.b xc*0. Maka dari bagian (c)diperolehbahwa
a' . b' x c' * 0, sehingga dengan demikian a', b' dar, c'juga tak-koplanar.

54. Perlihatkan bah,'va sebarang vektor r dapat dinyatakan dalam vektor-vektor resiprokal dari Soa[ 53 seperti

r = 1r. d1a + (r. b')b + 1r. c'1c.

Dari Soal 50,

Maka

Misalkair A = a.

B(A'CxD)-A(B'CxD) = C(A.BxD)- D(A'Bx C)

- A(B-CxD) B(A.CxD) C(A.BxD)
- A'BxC A'BxC A.BxC

B=b, C=c danD=r. Maka

r'bxc r'cxa- r'exb
I = ............_a 

-;

- a.bxc a'bxc t'bxc

bxc cxa exb
= r .(ffi)a + r. (a.bx c)b + r'(---:-----r)c

= (r./)a + (r.d)b + 1r.d)c

Soal-soal Tambahan

55. rHitunglah : (o) k.(i+ j), (b) (t- 2k)'(J +3k), (c) (2i -J + 3k).(3t + 2r-k).
Jawab. (a) 0 (6)-0 (c) I

56. Jika A=i+3j-2k dan R=4i-2j+4k, carilah:

(a) A.8 , <b) A, (c) 8, (d) l aa + zs l , (e) (za +r). (A - 28).
Jawab. (a) - lo (6)y'r.4 (c) 6 (d) y' tso (") -ts

57. Carilahsudutantara: (o)A=3i+2J-6kdan B=4i-3J+k, (6)C=4i-2J+4k dan D=3i-6J-2k.

Jawab. @\ 960 (6) arc cos 8/2' = 6?036'

/ 58./Untut<harga-hargaayangmanakahA=ai-2j+k dan B=bi+aj - 4ksalingtegakJurus?
'- ./ Jawah a = 1, ,l

59. Carilahsudutlancipyangdibuatolehgarisyangmenghubungkantitik-titik(1,-3,2)dan(3,-5, 1)dengan
sumbu-sumbu koordinat. Jawab. arc cos 2/3, arc cos 2/3, arc cos 1/3 atau 48"12', 48"12', t0"32'

{ 607 Carilah cosinus-cosinus arah dari garis yang menghubungkan titlk-titik (3,2, -4) dan (1, -1,2)
' Jawab. 217 ,317 , -617 atau -217 , -317 . 617 .

61. Dua buah sisi sebuah segitiga dibentuk oleh vektor-vektor A = 3i+6j - 2kdan B =4i-ia3k.Tentukan
sudut-sudut dari segitiga ini. Jawab. arc cos7l1f75, arc cos ,t[iAt{li,90o atau 36"4', 53"56', gO"
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62. Diagonal-diagonai sebuah jajaran-genjang diberikan oleh A = 3i - 4i - k dan B =2i+3i - 6k. Perlihatkan

bahwa jajaran-genjangnya adalah sebuah belah-ketupat dan tentukan panjang sisi-sisi dan sudut-sudutnya.

Jawab. 56/2, arc cos 23l?5, 1800 - arc cos 23/15 atau {,33, 12"8', Loflzt

63. Carilah proyeksi vektor 2i - 3j + 6k pada vektor i + 2j + 2k. Jawab. 813

64. Carilah proyeksi vektor 4i - .3j + k pada garis yang melalui titik-titik (2, 3, --l) dan(-2,-4,3).

Jawab. 1.

I
65,/JikaA=4i -3j+3k dan B = -2i+j-2k,carilahvektorsatuanyangtegak-lurusAdanB." Jawab. i (i - 2j - 2k)13

56. Caritah sudut lancip yang dibentuk oleh dua buah diagonal sebuah kubus. Jawab. arc cos 1 i 3 atau 70o32'

67. Carilah vektor satuan yang sejajar bidang,r3 dan tegak-lurus pada vektor 4i - 3j + k. Jawab. *: (3i+ 4i)15

6!, PerlihatkanbahwaA=(2i '2j+k)13,3=(i+2i +2k)13 dan C=(2i+j-2k)/3adalahvektor-vektor
satuan yang saling tegak-lurus.

69. Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah obyek sepanjang garis lurus dari (3,2, -l)
hiagga (2, *1, 4) dalam sebuah medan gaya yang diberikan oleh F = 4i - 3j + 2k. Jawab. 15

70. Misalkan F sebuah medan-gaya konstan. Perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan dalam menggerakkan
sebuah obyek mengelilingi sebarang poligon tertutup dalam medan ini adalah nol.

71. Buktikan bahwa sudut yang dibentuk dalam sebuah setengah-lingkaran adalah siku-siku.

7i-Misaltan.IBCDsebuah jajaran-genjang. Buktikan bahwa TB2+ BC2 + CD2 + oA2 = Ac2 +-8D2.

73. Jika ,4BCD adalah sebarang empat-persegi-panjang dan P dan Q adalah titik-titik tengah dari diagonal-
diagonalnya, buktikan bahwa TB2 + E-C2 + CD2 + -DA2 = TC2 + TO2 + eFQ2

Ini adalah perluasan dari soal sebelumnya.

74. (a) Carilah persamaan sebuah bidang yang tegakJurus pada vektor A yang diketahui dan berjarak p dari
titik-asal.

(D) Nyatakan persamaan dari (a) dalam koordinat-koordinat tegakJurus.
Jawab. (a) r'n=p, dimana n= A/A; (b) Atx + Az!+ A3z= Ap

75. Misalkan 11 dan 12 vektor-vektor satuan dalam bidang xy yang membuat sudut-sudut a dan p dengan

sumbu x positip.
(c). Buktikanbahwa rr= cosd I + sind J, 12=cosp t * 

"irB r.
(b). Dengan meninjau rr 12, buktikan rumus trigonometri

cos(d,-P) I cosd cosB+ sind sin0' cos(d+F) = cosd cosp-sind sinB

76. Misalkan a adalah vekior kedudukan dari sebuah titik (xr, yt, z1)yangdiket::hui, dan r vektor kedudukan

darisebarangtitik(x,y,z).Nyatakantempat-kedudukandarirjika(a)lr-al=3,(b)(r:a)'a=0,
(c)(r-a).r=0.
Jav,sb. (a). Perrnukaan bola, pusatnva di (.r 1, y 1, z1 ) dan berjejari 3.

(b). Bidang yang tegak{urus a dan melalui titik terminalnya.
(c). Permukaan bola dengan pusat di (xl12, yr12, z112) dan berjejari +t/;T;fr;/, atau se-

buah permukaan bola dengan a sebagai diameter.

77. Diketahui A = 3i+j +2kdan B=i - 2j - 4kadalah berturut-turut vektor-vektorkedudukandarititik-titik
P dan Q.
(a). Cariiah persanraan bidang yang melalui Q dan tegak-lurus garis PQ.

(b). Berapakah jarz,k dari titik ( l, 1, I ) ke bidang ?

Javtab.(,a) (r- B).(A B) = 0 atau Zx+3y+62 = -28:' (b) 5.

78. Hitunglah masing-masing yang berikut ini :

(o) 2Jx(3i-4k), (b) (t+2J)xk, (c) (2t-4I)x(l+A). (d) (41 +i-2k)x(3t+k), (e) (2i+J-k)x(3i-2J+4k).

Jawub. (a) -8i-6k, (b) 2i-J' (c) 8t-4J +4k, (d) t-10J-3k' (e) 2t- 1U-7k

33
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79 Jika A=3i-J-2k dan B=2i+3J+k, carilah

Ja*,ab. (a) !G, *6) -25i +35j - 55k, (c\ 2y'lb

(a) lAxsl, ra) fe+28)x(2A-B),

(c) l(A+B)x(A-B)1.

81.

82.

83.

84.

Jika A=i-2j-3k, B=2i+J-k dan C=i+3J-2k, carilah:

(@) | (A xB) x c L (c) A. (B xc). (e) (AxB) x (B xc)
(6) lA x(Bxc)1, (d) (AxB).c, (D (AxB)(B.c)

Jawab..@) 5y'26, (6) 3fi-o, (c) -20, (d) -20, (e) -40i-20j +20k, ((f) BSi-35j +35k

PerlihatkanbahwajikaA#0dankeduapersyaratanberikut(a)A.B = A'C dan (b) AxB = AxC
trerlaku secara serempak maka B = C, tetapi jika hanya salah satu dari persyaratan ini yang berlaku maka

B+C.

Carilahluasjajaran-genjangyangmemilikidiagonal-diagonalA=3i+j-2kdanB=i-3j+4k.
Jawab. 5/t

Carilah luas segitiga yang titik-titik sudutnya pada (3, -1,2), (1, -1, -3)dan (4, -3, l). Jawab. ','..rfT6i.

JikaA=2i+1-3kdanB=i-2j+k,carilahsebuahvektorlangbesarnya5dantegak-lurusAdanB.

Jattab. t f1i*t*Lt
85. Pergunakan Soel 75 untuk menurunkan rumus

in(d-p1 = sindcosB - cosdsinp, sin(d+9) = sindcosp + cosdstnB

86. SebuahgyayangdiberikanolehF=3i+2j-4kdikcnakanpadatitik(1,-1,2).Carilahmomendari F
tei'hadap titik (2, - l, 3). Iawob. 2i - 7 j - 2k.

87. Kecepatan sudut dari sebuah benda-kaku yang berotasi mengelilingi sebuah sumbu rotasi diberikan oleh
Q = 4i + j - 2k. Carilah kecepatan linear dari sebuah titik P pada benda di mana vektor kedudukannya re-
latifterhadap sebuah titik pada sumbu rotasi adaiah 2i-3j+k. Jawab. - 5i - 8j - l4k.

88. Sederhanakan (A +B)' (B +C) x (C +A). Jawab. 2A'RxC

la.a a.b e.cl
89. Buktikanbahwa (A.BxC)(a.bxc) = lr." B.b B."l

1"., c.b c."l

90. C:ilah volume sebuah paralelepipedum yang sisisisinya dinyatakan oleh A = 2i - 3j +4k, B=i+ 2j - k,

C = 3t.- J + 2k. Jawab. '7 
.

91. Jika A.BxC=0,perlihatkanbahwaatau (a) A,BdanCkoplanartetapitakadaduabuahvektordari-
nya yang kolinear, atau (D) dua buah vektor dari A, B dan C kolinear, atau (c) semua vektor A, B dan C

kolinear.

92. Carilah konstantaa sehingga vektor-vektor 2i-j+ k,i+2j - 3kdan 3i+aj+ 5kkoplanar. Jaw'ab. a='-4.

93. Jika A= -tqa +y,blz1c, B = xra+yrb+z3cdan C=x3a*;,3b*23c, buktikan bahwa

lr, y7 zrl
n.src = 1,, y2 ,rl {a.t'c)

l'" fs 
"I94. Buktikan bahwasyarat perlu dan cukup agarA.x (B x C) = (A x B)xCadaiah(AxC)x B=0. Bahaslah

kasus dimana A.B = 0 atau B .C = O.

95. Misalkantitik-titik P,Qdan R memilikivektor-vektorkedudukanrr =3i-2j* k, 12 =i+3j+4k dan
t3 = 2i+ i 2k relatif terhadap titik-asal O. earilah jarak dari P ke bidang OQR. Jawab. 3.
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96. Carilahjarakterpendekdari(6, -4,4)ke garisyangmenghubungkan(2,i,2)dan(3. -1,4). Jawab.3

97. Diketahuititik-titik P (2,1,3), O(1,2, l), R (-1,-2, -2) dan S(1,-4,0), carilahjarakterpendek
antara garis-garis PO dan' RS. Jawab. 3..fT

98. Buktikan bahwa garis-garis tinggi dari sebuah segitiga (garisnya diperpanjang bila perlu) berpotongan dise-

buah titik (orthocenter dari segitiga).

99. Buktikan bahwa garis-garis sumbu dari sisi-sisi sebuah segitiga berpotongan disebuah titik (circumcen,er dari

segitiga).

100. Buktikan bahwa (AxB).(CxD) + (BxC).(AxD) + (CxA)'(BxD) = 0.

l0l. Misalkan PQR sebuahsegitigabolayangsisi-sisinya p,q,radalahbusur-busurdarilingkaran-lingkaranbesar'
Buktikan hukum cosinus untuk segitiga bola,

cosp = cosg cosr + slng sinr cosP

dan juga rumus yang analog untuk cos q dan cos / yang diperoleh melalui permutasi siklis dari huruf-huruf.

I Petunjuk: tnteipretasikan keduabelahruasdariidentitas(AxB)'(AxC) = (B'C)(A'A) -
(A' C)(B'.1),1

102. Cai-ilah suatu himpunan vektor-vektor resiprokal terhadap himpunan vektor

2t+3J-k, t-J-2k, -t+2J+2k:

rawcb. i,-**, -*,*t-i., -]r.l-tt

103. Jika a'= -!:L. n'= cla dan c'= "Ib . buktikanbahwaa.bxc' a.bxc a.bxc'

b'xc' - e'ri dxb'
i D= . c=

a'. b', c' a'. b'x c' 
' 

d . b', "'

104. Jika a, b, c dan a', b', c' adalah sedemikian rupa sehingga

a''a = b''6 = s1s = 1

!'.b = a'.c = bta = b'.c = c'. 1 = g'.6 = 6

buktikan bahwa dari sini diperoleh

, bxc -, cxa , axbt =..b'rc' h =*br"' " =;ffi

105. Buktikan bahwa himpunan vektor-vektor tangan-kanan ),ang dirinya sendiri juga vektor-vektor resiprokal

adalah vektor-vektor satuan i, j, k.

106. Buktikan bahwa terdapat satu dan hanya satu himpunan vektor-vektor resiprokal terhadap suatu himpunan

vektor-vektor tak-koplanar a, b, c yang diketahui.
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