HASIL-KALI
TITIK DAN SILANG

Y

Bab

HASIL-KALI TITIK ATAU SKALAR dari dua buah vektor A dan B yang dinyatakan oleh A - B (baca A
titik B) didefinisikan sebagai hasil-kali antara besarnya vektor-vektor

A dan Bdan cosinus sudut § antara keduanya. Dalam simbol,

A-B = AB cos 8, 06
Perhatikan bahwa A - B adalah sebuah skalar dan bukan vektor.
Hukum-hukum berikut berlaku :
I. A‘B = B A Hukum Komutatif untuk Hasil-kali Titik

2. A-«(B+C) = A‘B + A-C Hukum Distributif

3. m(A*B) = (mA)*B = A-(mB) = (A-B)m, dimanam adalah sebuah skalar.
4. i-i=j.j=kk=1, i-j=jk=ki=0

5.1f A = Aji+Aj+Ak dan B = Bji+ B,j + Bk, maka

AB, + A,B, + A;B,

A-A =A% = Af+A;+A§

B-B = B? = B2+ B + B

A-B

6. Jika A - B =0 dan A beserta B bukanlah vektor-vektor nol, maka A dan B tegaklurus.

HASIL-KALI SILANG ATAU VEKTOR dari A dan B adalah sevuah vektor C = A x B (baca A silang B).
Besarnya A x B didefinisikan sebagai hasik-kali antara besarnya

A dan B dan sinus sudut 8 antara keduanya. Arah vektor C = A x B tegaklurus pada bidang yang memuat
A dan B sedemikian rupa sehingga A, B dan C membentuk sebuah sistem tangan-kanan. Dalam simbol,

AxB = AB sinf u, 0<H<n

di mana u adalah vektor satuan yang menunjukkan arah dari A x B. Jika A = B, atau A sejajar dengan B, maka
sin § =0 dan kita mendefinisikan A x B =0.

Hukum-hukum berikut juga berlaku :

AXB = -BxA (Hukum Komutatif tak berlaku untuk Hasil-kali Silang).
. AX(B+C) = AXxB + AXC Hukum distributif

. m(AXxB) = (mA)XB = Ax (mB) = (AXB)m, di mana m adalah sebuah skalar

ixi = jxj = kxk =0, ixj=k, jxk=i, kxi=j

. JikaA = Aji + A,j + Ak dan B = Bji + B,j + Bk, maka
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i J k
AxB = |4, A4, A,
Bl B? 'BS

6. Besarnya A x B sama dengan luas jajaran genjang dengan sisi-sisi A dan B.

7. Jika A x B= 0 dan A beserta B bukanlah vektor-vektor nol, maka A dan B sejajar.

{ASIL-KALI TRIPEL. Hasil-kali titik dan silang dari tiga buah vektor A, B, dan C dapat menghasilkan hasil-
kali yang mempunyai arti dalam bentuk-bentuk berikut (A - B)C, A - (B x C) dan
A x (B x C). Hukum-hukum berikut berlaku:

1. (A-C)C # A(B-0)

2. A-(BXC=B-(CXA)=C- (A X.B) = volume sebuah jajaran-genjang ruang yang memiliki sisi-sisi
A, B dan C atau negatif dari volume ini, sesuai dengan apakah A, B dan B membentuk sebuah sistem
tangan-kanan ataukah tidak Jika A = 4,i+ A4,j + A3k, B =B;i+ B;j + Bskdan C=C,i+ Cyj +

C;k, maka
11 A, 1
A-(BxC) = |B, B, B,
Gy 6 By
3. Ax (BxC) # (AxB)xC (Hukum Asosiatif tak berlaku untuk Hasil-kali Silang)
4. Ax (BxC) = (A-C)B - (A-B)C
(AxB)xC = (A-C)B - (B-C)A

Hasik-kali A - (B x C) seringkali disebut hasil-kali tripel skalar atau.hasil-kali kotak dan dapat dinyatakan
dengan [ ABC |. Hasil-kali A x (B x C) disebut hasil-kali tripel vektor.

Dalam A - (B x C) scringkali dihilangkan tanda-kurungnya dan dituliskan saja sebagai A - B x C (lihat
Soal-soal 41 . Tetani tanda-kurungnya harus dipergunakan dalam Ax (B x C) (lihat Soal-soal 29 dan 47).

HIMPUNAN VEKTOR-VEKTOR RESIPROKAL ('RECIFROCAL)‘.Hiﬁxpunan vektor-vektor a, b, cdana’,b’, ¢’
disebut himpunan atau sistem vektor-vektor
resiprokal jika

a-a’ = b = c-¢' = 1
a-b=ac=bra=b-c=c-a=c¢c-b=0
Himpunan-himpunan a, b, ¢ dan a’, b', ¢’ adalah himpunan vektor-vektor resiprokal jika dan hanya jika

' bxe cxa + _ _axb

a' = — b = = ¢ = =

a-bxc a-bxc ' a-bxc

dimanaa-bxc # 0. Lihat Soal-soal 53 dan 54.

Soal-soal yang Dipecahkan

HASIL KALI TITIK ATAU SKALAR

1. Buktikan A-B = B-A.
A-B = ABcos 6 = BAcos 8 = B-A
Jadi hukum komutatif berlaku untuk hasil kali titik.
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2. Buktikan bahwa proyeksi A pada B sama-dengan A - b, dimana
b adalah vektor satuan dalam arah B

N |
|
Melalui titik-titik pangkal dan terminal dari A buatkan PPl ¥

bidang-bidang yang melewatinya dan yang berturut-turut tegak- ! |

lurus B di G dan H seperti diperlihatkan dalam gambar di sam- \ |

s ' | .
ping, maka M B
_— _ G

Proyeksi Apada B= GH = EF = Acos = A-b

3. Buktikan A-(B+C) = A-B + A-C.

Misalkan a sebuah vektor satuan dalam arah A4, maka
Proyeksi (B + C) pada A = proy. B pada A + proy. C pada A

(B+C)-a = B:ra + C-a

Perkalikan dengan 4 ‘ |
(B+C)-4a = B-4a + C-Aa \ \ \\
atau (B+C):A = B*A + C-A \‘ n\ \
Maka menurut hukum komutatif untuk hasil kali titik “ “, ; =
A“(B+C) = A'B + A‘C - {

jadi hukum distributif disini berlaku.

4. Buktikan bahwa (A+B):-(C+D) = A-C+ A-D +B-C +B-D.
Menurut Soal 3, (A +B):- (C+D) = A-(C+D)+ B-(C+D) = A-C + A-D +B-C + B-D

Jadi hukum-hukum hasil-kali biasa dari aljabar berlaku untuk hasil-kali titik.

. Hitunglah masing-masing yang berikut ini :

@ i-i = li] il cos0® = (Mm@ =1
@) i-k = |i| |k| cos90° = (m(D(©® = 0
() k-j = |k| |il cos 90° = (1)) = 0
@y j-(2i-3i+K) = 2j-i-3i-j+j-k = 0-3+0 = -3

(e) (2i—)- (3i+K) = 2i-(3i+k) —j- Bi+k) = 6i-i+2i-k-3jri-jk = 6+0-0-0 =6

6. Jika A=A,i+A,j+Askdan B=B,i+ B,j+B,i + B3k, maka buktikan bahwa
A-B = AB + A,B,+ 4B, .

A-B

(A4i + A5 + Agk) - (B, 1 + B, j + BK)

"

Ayi-(Bji+Bj+Bk) + A,j-(B,i+B,j+Bk) + Ajk-(B,i+B,j+Bk)
ABAA + A BA-§ + A BA-K + ABJ 1 + A,8,3+ + AByi-k + AgB.k-1 + AgB k-] + AB K-k
= AB,+ 4B, + 4B,

karena i-i = j-j = k-k = 1 dan semua hasil kali titik lainnya nol.

7. Jika A = Aji + A + Ak, perlihatkan bahwa 4 = VA-A = VA: 4+ A: + Ai.
A-A = (A)(A)cos 0° = A°. Maka 4 = VA-A.
Juga, A-A = (A +A,5 +AK) - (A, + 4,5 + AK)

= (A)(A) + (A)(A) + (A)(4y) = AT +AZ + 47
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metnurut Soal 6. di mana diambilkan B = A.

Maka 4= VA-A = V’;lf + A2+ A2 adalah besarnya A. Seringkali A - A dituliskan A,

8. Carilah sudut antura A = 2+2j-k dah B = 6i-3j+2k.

A-B = 4B cos 6, 22 + (27 = (—1)2

A=V + @7+ (=1 =3, B = V(67%+(-32+ (27 =1
A-B = (2)(6)+ (2)(=3)+ (~1)(2) = 12— 6-2 = 4

Maka cos 6 = AB _ _4 4

ot = = 0 . - o N &
AB Y 21 ,1905° dan 6 = 79° kurang lebih.
9. Jika A - B =0 dan jika 4 dan B tidaklah nol. perlihatkan bahwa A tegaklurus B.
Jika A - B=AB cos 0 = 0. maka cos 6 = 0 atau § = 90°. Sebaliknya, jika § = 90°, A - B=0.
10. Tentukan harga a sehingga A = 2i+aj + k dan B = 4i — 2j — 2k tegaklurus.
Dari Soal 9. A dan B tegaklurus jika A - B=0.
Maka A-B=(2)(4)+(a)(-2)+(1)(-2)=8 —2a — 2 =0untuka = 3.

I1. Buktikan bahwa vektor-vektor A =3i — 2j +k, B=i— 3j + 5k, C=2i+j — 4k membentuk sebuah segitiga

siku-siku.

Pertama haruslah kita memperlihatkan bahwa vektor-vektornya membentuk sebuah segitiga.

(3) (2)
(2) 3)
(1 (1)

(a) (&)

Dari gambar terlihat bahwa vektor-vektornya akan membentuk sebuah segitiga jika

(a) salah satu vektornya, katakan (3) adalah resultan atau jumlah dari (/) dan (2),

(b) jumlah atau reeultan dari vektor-vektor (1) + (2) + (3) adalah nol, menurut (¢) dua buah vektornya me-
miliki titik terminal yang sama atau (b) tak ada vektor-vektor yang memiliki titik terminal yang sama.
Dengan mencoba-coba, kita dapatkan A = B + C sehingga dengan demikian vektor-vektornya memang
membentuk sebuah segitiga.

Karena A - B=(3) (1) + (-2) (=3)+ (1) (5)=14. A - C=(3) )+ (=2) (1) + (1) (—=4) =0, dan
B-C = (1)(2) + (=3)(1) + (5)(—4) = —21, ‘maka dari sini diperoleh bahwa A dan C saling tegak lurus -
dan segitiganya adalah sebuah segitiga siku-siku.

12. Carilah sudut-sudut yang dibentuk vektor A = 3i — 6j + 2k dengan sumbu-sumbu koordinat.

Misalkan «. (. vy adalah berturut-turut sudut yang dibentuk A dengan sumbu-sumbu x, y, z.

A-i

"

(A)(1) cos @ = V(32 +(~6)°+(2)? cos & = T cos O
A-i = (31-6j+2k)+i = 3i-i—-6j-i+2k-i = 3
Maka cos @ =3/7 = 0.4286, dan @ = 64,6° kurang lebih.

Dengan cara yang sama, cos B =—-6/7, B=149° dan cosy=2/7, v=13.4°.

Cosinus-cosinus dari «, § dan 7 disebut cosinus-cosinus arah dari A. (Lihat Soal 27, Bab. 1).
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13. Carilah proyeksi vektor A =i — 2j + k pada vektor B = 4i — 4j + 7k.

4i—4j +Tk 4 4 T
Vektor satuan dalam arah B adalah b = g = —’—L—'—'_. = '§i - 5’ o §k'

V@2 +(—4)2+ (17

. 4 4 1
Proyeksi A padaB= A-:b = (i—2j+k)-(§i—-§j+§k)
i 4y, oy & 1, =19 |
=M@+ ED= P =3

14. Buktikan hukum cosinus untuk segitiga bidang.
Dari Gamb. (¢) di bawah, B+ C = AatauC=A — B.
Maka c-C = (A-B)-(A-B) = ArtA+B-B-2A'B

dan c? = A% + B2~ 24B cos G.

B

\
S

A

Gambar (@) Gamoar ()

15. Buktikan bahwa diagonal-diagonal belah-ketupat saling tegak-lurus. Pergu.nakan Gamb. (b) diatas sebagai

acuan.

0Q =0OP +PQ = A+B

OR +RP = OP atau B+RP = A dan RP = A-B
atal  0Q-RP = (A+B)-(A-B) = 4°-B? = 0, karena 4=B.
Oleh karena itu OQ tegaklurus RP.

16. Tentukan sebuah vektor satuan yang tegak-lurus bidang A = 2i — 6j — 3k dan B =4i + 3j — k.

Misalkan vektor C = c¢;i+ c,i+ c3k tegaklurus bidang yang memuat A dan B. Maka C tegaklurus A

dan juga B. Oleh karena itu,

C-A = 2c,-6c,—3¢, = 0 atau (1) 2¢,-6¢, = 3 e 53
C'B :401+362—L‘3 = atau 2) 4c1‘+302= o 2
1 = 1 ) 1. _1:4
Pecahkan (1) dan (2) secara serempak : ¢ = 3G gy == 5%- C= CB(EI =i 5
1 1
Eal=A'= :j + k)

Muka vektor satuan dalam arah C adalah € _ °2 ) = i(gi ol Ej + Ek)
il T T

(o)

17. Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah obyck sepanjang vektor r = 3i + 2j — 5k jika

gaya yang dikenakan adalah F = 2i — j — k. Pergunakan Gambar (a) di balik scbagai acuan.
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Usaha yang dilakukan = (besarnya gaya dalam arah gerak) (panjang lintasan yang ditempuh)
= (Fcos B)Y(r) = F-r
= Q-j-K-@i+2i—5k) = 6-2+5 = 9.

Gambar (a} Gambar (5)

&. Carilah persamaan untuk bidang yang tegaklurus vektor A = 2i + 3j + 6k dan melalui titik te/r/r;linal dari
vektor B =i+ 5j + 3k (lihat Gambar () di atas).

Misalkan r adalah vektor kedudukan dari titik P, dan Q titik terminal B.

Karena PQ = B — r tegaklurus A, (B — r) . A=0ataur- A = B. A adalah persamaan bidang yang dike-
hendaki dalam bentuk vektor. Dalam bentuk koordinat-koordinat tegaklurus, ini menjadi

(xi +yj +zk)-(2i +3j +6k) = (i+5j+3k)-(2i +3j+6k)
atau 2 +3y +6z = (1)(2) + (5)(3) + (3)(6) = 35

19. Carilah jarak titik-asal ke bidang dalam Soal 18.
Jarak dari titik asal ke bidang adalah proyeksi B pada A.

Vektor satuan dalam arah A adalaha = A PLESIFEK = 31 4 Ej + Ek'
4 @R+@R+ (67 T 7 7

Maka, proyeksi Bpada A= B-a = (i+5i+3i0-(2i + 25 + Do = 12y + 52 + 3¢5y - 5.

20. Jika A adalah vektor sebarang, buktikan bahwa A = (A-D)i + (A-j)j + (A-K)k.
Karena A = A i + Ay + Agk,  A-i = Aji-i + Agj-i + Agk-d = 4,

Dengan cara yangsama, A.j =4, dan A-k =4, -
Maka A = Ali +A2j +A3k = (A-Di+((A-Dj +(A-K)k.

AAXB: c
HASIL KALLSILANG ATAU VEKTOR 3

21. Buktikan AxB = —Bx A

BxA=D

Gambar (@) Gambar (h)
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A x B = C besarnya 4B sin 6 dan arahnya sedemikian rupa sehingga A, B dan C membentuk sebuah
sistem tangan kanan (Gambar (a) di halaman 22, bawah).

B x A =D besarnya BA sin § dan arahnya sedemikian rupa sehingga B, A dan D membentuk sebuah sis-
tem tangan kanan (Gamb. (b) di halaman 22, bawah).

Maka D besarnya sama dengan C tetapi berlawanan arah, yakni C = — D atau A x B= — B x A.

Hukum komutatif tak berlaku untuk hasil kali silang.

22. Jika A x B =0 dan A beserta B tidaklah nol, perlihatkan bahwa A sejajar B.
Jika A x B =48 sin 0 u= 0, maka sin § =0 dan § = 0° atau 180°

23. Perlihatkan bahwa | s x g ‘2 + |a-B ‘2 = |a |? |B |2 .

A°B? sin?6 + A°B? cos?8
8% = [AP|B?

leBl2+ ‘A-B‘? = |4B sin9u|2+ | 4B cosHIQ

n

24. Hitunglah masing-masing yang berikut ini.

(@) ixj = k (fy ixi=20

(b) jxk =1 (g) ixk = —kxi = —=j

(¢) kxi=j (B) (2j)x(3k) = 6§xk = 61
d) kxj= =ixk = —-i (i) (31) x(=2k) = -6ixk = 6j
(e) ixi =0

(j) 2jxi =3k = -2k - 3k = =5k

25. Buktikan Bahwa AxB+C)=AxB+AxC
untuk kasus dimana A tegaklurus B dan juga C.

Karena A tegaklurus B, A x B adalah sebuah
vektor yang besarnya 4B sin 90° = AB atau besar-
nya vektor AB. Ini ekivalen dengan mengalikan
vektor B dengan A dan merotasikan vektor resul-
tannya sebesar 90° ke kedudukan yang diperli-
hatkan dalam gambar di samping.

Dengan cara yang sama, A x C adalah vektor
yang diperoleh dengan mengalikan C dengan A
dan merotasikan vektor resultannya sebesar 90°
ke kedudukan yang diperlihatkan.

Dengan cara yang sama, A x (B + C) adalah
vektor yang diperoleh dengan mengalikan B + C
dengan A4 dan merotasikan vektor resultannya se-
besar 90° ke kedudukan yang diperlihatkan.

Karena A-x (B + ) adalah diagonal jajaran-genjang dengan sisi-sisi A x B dan A x C, maka kita peroleh
AXx(B+C)=A'xB+AxC.

26. Buktikan bahwa A x (B + C) =A x B+ A x Cuntuk
kasus vang umum dimana A, B dan C tak-koplanar.

Uraikan B kedalam dua buah vekter komponen,
dimana yang satunya tegaklurus A dan yang lainnya
sejajar A, dan nyatakan masing-masingnya dengan
B, dan B,;. Maka B =B, + B,.

Jika 0 adalah sudut antara A dan B, maka B, =
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B sin 0. Jadi besarnya A X Bj adalah AB sin 0, sama dengan besarnya A X B. Juga, arah dari A X B, sama
dengan arah dari A X B. Oleh karena itu, A x B, = A x B.

Dengan cara yang sama, jika C diuraikan ke dalam dua buah vektor komponen C dan C; yang masing-
masingnya sejajar dan tegaklurus A, maka A x C; = A x C.

Juga, oleh karena B+C = B,+B+C;+C,, = (B;+C) +(B,, +C)) m~ka darinya diperoleh
AX(B;+C) = AX(B+C).

Sekarang, B, dan C, adalah vektor-vektor yang tegaklurus A sehingga menurut Soal 25,

Ax(B;+C;) = AXB; + AXCy
Maka Ax(B+C) = Ax3 + AxC

Jadi hukum distributif disini berlaku. Perkalikan dengan —1, dan pergunakan Soal 21, hasil ini menjadi
(B+C)X A=B x A+ Cx A.Perhatikan bahwa urutan faktor-faktor dalam hasil-kali-silang adalah penting.
Hukum-hukum aljabar biasa berlaku di sini hanya jiKa urutan yang sesuai tetap dipertahankan.

Lyadiapk
27. Jika A = Aqi + Ayj + Ak dan B = Byi + B,j + Bgk, buktikan bahwa AxB = | A, A, A,
By By B

A xXB = (Aqi+Aoj +Ask) X (Byi + Boj + Bsk)
= Ali X (Bqi + ng + ng) + Aojx (Bqi + BQ] +Bzk) + Ask X (Bii + sz + B3k)
= A3Biixi + Ay Boixj + A1 Baixk + AoByjxi + ApBojxj + ApBsixk + AgBikxi + AgBokxj + AgBgkxk

i b k!
= (AoBg = A3Bo)i + (A3By — A1B3)i + (A1Bp — AB1)k = |4y Ao Ag
Bi B2 BS

28. Jika A = 2i—3j—k dan B = i+4j —2k, carilah () AxB, (b) BxA, (¢) (A+B)x(A—B).

i J k
(a) AxB = (21 -3j—-k) x (i+4j-2k) = (2 -3 -1
1 4 -2

-3 -1 2 -1 2 =3
| = + = 10i + 3j +
l 4 "'2‘ ]|1 - ‘ k| | 10i + 3j + 11k

Metode lain.
(2Qi-3j-Kk)x(i+4j—2K) = 2ix(1+4j-2k) - 3jx+4j—2k) — kx(i+4j—2k)
= 2ixi+8ixj—4ixk-—3jxi—-12xj+6jxk—kxi—4kxj+2kxk

= 0+8k +4j +3k—-0+6i ~j+4i +0 = 10i +3j + 11k

i i k
) BxA = (i+4j-2k) ¥ (2i-3j—-Kk) = 1 4 =2
2 -3 -1
4 -2 S ) fo.@
= - + =301/~ 3)°— TIK.
i e ’lz —1l k‘z -3l !
Bandingkan dengan (z), A x B = — B.x A. Perhatikan bahwa ini ekivalen dengan tecrema : Jika dua

buah baris dari determinan dipertukarkan maka determinannya berubah tanda.

() A+B = (2i-3j-k) + (i+4j-2k) = 3i +j -3k



A-R

(2i -3j-Kk) — (i +4i-2k)

Maka (A+B) X (A-B)

Metode lain.

(A+B) x (A-B)

A X
AXA—-AxB+ BxA—-BxB
—2(10i +3j + 11k)
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= {—Tj+k )
i i k
= Bi+j-3K) x (i-Tj+k) = |3 1 -3
SR
1 =3 3 -3 J3 1
-y NE = —20i - 6j — 22k.
Y e 1| ’ll 1|+k‘1 -7| 6] - 22k

(A-B) + Bx (A-B)

0—AXB—AXB—0
~20i - 6j — 22k,

—2AxB

pergunakan (a).

29. Jika A = 3i—2j+2k, BB = 2i+j—k, dan C = i—2j+2k, carilah (z) (AxB)xC,

() A x (B x C).

i j k
(@) AXB = |3 -1 2
2 1 -1

Maka (A xB)xC

i b k
() BxC = 2 1 -1
1 =2 24

Maka A x (B xC)

= —i+ Tj + 5k.
i i k
(—i+7j+5k) x (i—-2j+2k) = | -1 7 5| = 24i +7j — 5k.
1 -2 2
= 0i —5j -5k = -5j— 5k.
i j k
(3i—j+2k) x (=5j—5k) = |3 =1 2| = 15i + 15j — 15k.
0 -5 -5

Jadi (A x B) x C # A x (B x C), yang memperlihatkan perlunya tanda-kurung dalam A x B x C untuk

menghindari tafsir ganda.

30.
A dan B adalah |A x Bl.

Luas jajaran-genjang

Perhatikan bahwa luas segitiga dengan sisi-sisi

AdanB=% 1A xB|

Buktikanlah bahwa luas jajaran-genjang dengan sisi-sisi

h|B]|
|A|sin @ |B]|
|AxB].

31. Carilan luas segitiga yang titik-titik sudutnya berada di P (1, 3,2), 0 (2, -1, 1), R (=1,2,3).

PQ = 2-1Di+(-1-3)j+(1-2)k = i—-4j—-k
PR = (-1-1i+ (2-3)j +B-2k = —2i—j+k
Dari Soal 30,
Luas segitiga = %|PQ><PR| = %l(i—4j—k)x(-2i—j+k)‘
i i k
= 3l| 1 -4 1] = g[-5i+j-9k| = 3V(=5)+ (12+(-97 = $v/107.
-2 -1 1
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32. Tentukan vektor satuan yang tegaklurus bidang dari A = 2i — 6j — 5k dan B =4i+3j —k.

A x B adalah sebuah vektor yang tegaklurus bidang dari A dan B.

i J k
AxB = [2 -6 -3| = 15i — 10j + 30k
4 3 -1 .
oy AXB _ 15i — 10j + 30k 3. 2. .6
Vektor satuan yang sejajar A x B adalah = qgl-7d + -,7k o

laxB| V(15 + (=10)2+ (30)°

Vektor satuan lainnya yang berlawanan arah adalah (— 3i + 2j — 6k)/7. Bandingkan dengan Soal 16.

33. Buktikan hukum sinus untuk segitiga bidang. A

Misalkan a,-b dan ¢ menyatakan sisi-sisi segitiga ABC
seperti diperlihatkan dalam gambar disamping; maka

[
a+ b+ c= 0. Perkalikan dengan a X, b X dan ¢ X secara .
berturutan, kita peroleh
axb = bxc = cxa B
vakni absinC = bcsind = casinB g i
akaii sind _ sinB _ sinC
a b c

34. Pandang sebuah tetrahedron dengan permukaan-permu-
kaan F,, F,, F3, F4. Misalkan V, V,, V3, V, adalah
vektor-vektor yang besarnya masing-masing sama-dengan
luas dari F, F,, F3, F4 danyang arah-arahnya tegak-
lurus pada permukaan-permukaan ini dalam arah keluar.
Perlihatkan bahwa V, + V, + V3 + V4 =0.

Menurut Soal 30, luas permukaan sebuah segitiga
yang dibentuk oleh R dan S adalah %A IR xS I.

Vektor-vektor yang berhubungan dengan permuka-
an-permukaan tetrahedron ini adalah

Vi= 2AxB, V,= 3BxC, Vz= $CxA, V.= 3(C—A)x(B—A)

Maka Vi+Vo+Vz+V, = 3[AxXB + BXC + CxA + (C—A)x(B—A)]
7 [AXB + BxC + CxA + CxB — CxA — AxB + AxA] = 0.

Hasil ini dapat diperluas untuk polihedra tertutup dan dalam keadaan limit untuk sebarang perinukaan
tertutup.

Dikarenakan oleh pemakaiannya yang disajikan disini, maka seringkali besaran luas diberi arah dan da-
lam hal ini kita berbicara mengenai,vekror luas.

35. . Carilah suaiu pernyataan untuk momen dari sebuah gaya F terhadap sebuah titik £.

Momen M dan F terhadap P besarnya sama-dengan F kali jarak tegak-lurus P ke garis-kerja dari F.
Maka jika r adalah vektor dari P ke titik-pangkal Q dari F,

M = FGsin® = rFsin@ = |rxF|
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Bila kita membayangkan sebuah sekerup berulirkanan
(right-threaded) di /” yang tegak-lurus bidang dari r dan F,

" maka bila gaya F bekerja, sekerupnya akan bergerak dalam

arah r x F. Dikarenakan hal ini, maka adalah sesuai untuk
menderinisikan momen sebagai vektor M =r x F.

Sebuah benda-kaku berotasi mengelilingi sebuah sumbu
yang melalui titik O dengan besar kecepatan sudut w. Bukti-
kan bahwa kecepatan linear v dari sebuah titik P dari benda
dengan vektor kedudukan r diberikan oleh v = w x r. dimana
w adalah vektor yang besarnya w dan arahnya sesuai dengan
arah majunya sekrup bila mengalami rotasi yang sama.

Karena £ melintasi sebuah lingkaran berjejari r sin 4,
maka besarnya kecepatan linear v adalah w (rsinf) =
lwxr 1. Juga. v haruslah tegak-lurus w dan r kedua-duanya
sedemikian rupa sechingga r, w dan v membentuk sebuah
sistem tangan-kanan.

Maka besar dan arah v sesuai dengan w x r, oleh karena
itu v=w xr. Vektor w disebut kecepatran sudut.

HASIL KALI TRIPEL.

37,

Perlihatkan bahwa harga mutlak dari A - (B x C) sama de-
ngan volume paralel-epipedum dengan sisi-sisi A, B dan C.
Misalkan n adalah normal-satuan terhadap jajaran-gen-
jang I, yang searah dengan B X C dan misalkan # adalah tinggi
dari titik-terminal A di atas jajaran-genjang /.
Volume paralel-epipedum = (tinggi /) (luas jajaran-gen-
jang I).

(A-n)(|BxC]|)
= a-{|Bxc|n} = A-BxO

Jika A, B dan C tidak membentuk sebliah sistem tangan-kanan maka' A -n < 0 dan volumenya

= lA-BxC)l.

38. Jika A =A4i +Aoj + Agk, B =Bii+Boj+Bsk, C =Cyi+Cyoj+Csk perlihatkan bahwa

Ay A As
A- (BxC) = By By, Bs;

IC: Co Cs

i J k |
A-(BXC) = A-|B; B, Bg
Cy Cp Cs

(Agi + Agj + Azk) + [(BoCg—BaCo)i +

(33C1 —B1C3)j + (Bic2—BQC1)k]

Ay A4, As

= A1 (BoC3—B3Cy) + Ax(B3Cy— B1Cy) + A3(B1Co—ByCy) = | By By Bg

C, Cy; Cg
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39. Hitunglah (20-3j) - [ +i-k)x3i~k)] .

2 -3 0
Menurut Soal 38, hasilnya | 1 1 -1 =4,
3 0 -1

Metode lain. Hasilnya sama-dengan

(2 -3 - [ix(Bi-K) + jx(3i—k) — kx(3i = k)]

(28 =3§) - [ixi —ixk + 3jxi — jxk — 3kxi + kxk]

(2i-3j)- (0 +j—-3k—-i—-3j+0)
(21 =3+ (=i =2j—3K) = (2)(=1) + (=3)(=2) + (0)(-3) = 4.

I

40. Buktikan bahwa A-(BxC) = B:(C xA) = C-(AXB).

Ay Ao As
Menurut Soal 38, A-(BxC) = |B; B, Bs
Cy C, Cg

Menurut salah satu teorema dari determinan yang menyatakan bahwa pertukaran dua buah baris dari
sebuah determinan merubah tandanya, maka kita perolen

dy Ay A B, B, Bs | By Bo B _
B, Bo Byl = =ildy Ao Agl - |le, € €| = Bocxa
Ci Cp Gy C: Cy G Ay Ao As
Al AQ AS Cl C2 CS Cl C2 CG
BJ B2 Bs ] e 81 B, B3 = Ay A, As \ = C-(AXB)
Cl C2 CQ Ai A? A3 Bl BQ Bs

41. Perlihatkan bahwa A-(BXxC) = (AxB)-C.
Dari Soal 40, A-(BXC) = C-(AxB) = (AxB):C

Kadang-kadang A - (B x C) ditulis tanpa tanda-kurung seperti A - B x C. Dalam hal demikian tak mung-
kin timbul tafsir ganda karena interpretasi yang hanya mungkin adalah A - (B x C) dan (A - B ) x C.
Akan tetapi yang terakhir tak mempunyai arti karena hasil kali silang antara skalar dan vektor tidak didefi-
nisikan.

Hasil A - B x C = A x B - C seringkali diringkas dalam pernyataan bahwa titik dan silang dapat saling
dipertukarkan tanpa mempengaruhi hasilnya.

42. Buktikan bahwa A-(AXxC)=0.

Dari Soal 41, A-(AxC) = (AxA)-C = 0.

43. Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup agar vektor-vektor A, B dan C koplanar adalah A - B x C=0.
Perhatikan bahwa A - B x C tak dapat berarti lain daripada A - (B x C).

Jika A, B dan C koplanar, maka volume paraiel-epipedum yang dibentuk mereka adalah nol. Maka me-
nurut Soal 37, A -Bx C=0.

Sebaliknya, jika A - B x C =0, maka volume paralel-epipedum yang dibentuk oleh vektor-vektor A, B
dan C adalah nol, dan dengan demikian vektor-vektor haruslah terletak dalam sebuah bidang.

44. Misalkan ry = x i+ v ,j + 2k, 1y = Xx51 + v,j + 25k dan ry = x50+ v;3j + 23k adalah vektor-vektor kedu-
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46.

47.
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dukan dari titik-titik 2, (x,, ¥, z,) Py (x5, ¥4, Z5) dan P3 (x3, 3. z3). Carilah persamaan untuk bidang
yang melalui Py, P, dan P5.

Kita menganggap bahwa P,, P, dan Pj tidak ter-
letak pada sebuah garis-lurus; oleh karena itu mereka
menentukan sebuah bidang.

Misalkan r=xi+ yj+zk menyatakan vektor ke-
dudukan dari sebarang titik P (x, y, z) dalam bidang
diatas. Pandang vektor-vektor P P, =1, — 1y, P|P3 =
r3 —rydan P,P=r — r; yang semuanya terletak dalam
bidang.

Menurut Soal 43, PyP- PiPo X PyP; = 0 atau

(r—r))-(r,~ry) X(r3~-ry) = 0

Dalam koordinat-koordinat tegak-lurus persamaan ini
menjadi

(=21 + (y=y ] + (2=2k] - [(rgm2) 1 + (p=71)] + (Zp=2k] x [(xg =21 + (rg=y] + (z9-2,)k] =0

X=X Y=Y ESE

atau, pergunakan Soal 3%, xp—x%1  yo—y1 Z2—z| = 0.

X3—%1 ¥y3~Y1 372

Carilah persamaan untuk bidang yang ditentukan oleh titik-titik P, (2, —1. 1), P, (3, 2, —1) dan P3(-1.
3,2).
Vektor-vektor kedudukan dari P, P,, P; dan sebarang titik P(x, y, z) adalah berturut-turutr; = 2i —j +k,
r=30+2§ -k, re=—1+2j+2% dan r=xi+y]+zk.
Maka PP, = r —r,,P,P, =r, —r;, P3P, =13 — r, semuanya terletak dalam Lidang yang dikehendaki,
sehingga (r—ry) * (rp—1y) X(r3—ry) = 0
o [(x=2i+(y+Dj+z-Dk] - [i+3j-2k] x[-Bi +4j+k] = O
yakni
[(x=20i +(y+ i+ (z=1)k] - [11i +5]+13k] = ©
11(x-2) + 5(y +1) + 13(z-1) = 0 atau 11x + 5y + 13z = 30.
Jika titik-titik 2, Q dan R semuanya tidak terletak dalam garis-lurus yang sama dan vektor-vektor keduduk-
annya relatif terhadap titik asal adalah a, b dan ¢ maka perlihatkan bahwa a x b + b x ¢ + ¢ x a adalah se-
buah vektor yang tegak-lurus bidang dari £, Q dan R.
Misalkan r adalah vektor kedudukan dari sebarang titik dalam bidang dari P, Q dan R. Maka vektor-
vektorr — a, b — a dan ¢ — a koplanar, sehingga menurut Soal 43.
(r—a)-(p—-a) X(c~a) = 0 atau (r—a)-(axb +bxc +cxa) = 0.
Jadi a x b+ b x ¢ + ¢ xa tegak-lurus. pada r — a dan dengan demikian tegak-lurus bidang dari P, Q
dan R.
Buktikan : (@) Ax(BxC) = B(A-C)- C(A-B), (b) (AxB)xC = B(A*C) - A(B-C).

(a) Misalkan A=Ajd +Axf +Ask, B =Ryl +Byj +Bsk, C =Cyi +Cyoj +Cak.

instaf) sk
Maka AX(BXC) = (Ayf +A4,) +A4sk) X | By B, Bg
&y Co Gs

(A4l + 45§ + A3k) X ([B,C5 = B3Co)i + [B3Cy—B3C3)i + [B1Co—ByCi]l k)

"
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i j k
= Ay Ao As
| BoCa—BsCy  ByCi—ByCs  B1Cy—BoCy

= (A>B1C, = AsBoCy ~ AsBoCy + AsB 01 + (AsBoCa—AsBy6s — A1B1Co 418,601
+ (A1B3Cy — A1B1Cq— ApBoCa + AoB3Co) K

Juga, B(A-C) - C(A-B)
= (Byl +Boj + Byk) (A1Cy + AoCo + AaCa) — (Cyi +Cai +Cak)(A1By + ApBp + A3Bg)
= (A2B1Co+A3B1Cq—AyC1By— A3CiBg)i + (BoAyCq +BodsCa—CoAiBy — CoAqBg) ]

+ (B3A1C1 + BgApCo— Cads By — C3AnBo) k
dan dari sini diperoleh hasilnya.

() (AXB)XC = —C %X (AXB) = —{A(C-B) - B(C-A)} = B(A-C) - A(B-C) dengan menggantikan
A, B dan C dalam (g) berturut-turut dengan C, A dan B.

Perhatikan bahwa A x ( B x C)# (A x B) x C, yang berarti bahwa hukum asosiatif untuk hasil kali
silang tak berlaku bagi semua vektor A, B, C.

43. Buktikan : (AXB)-(CxD) = (A-C)(B-D) - (A-D)(B-C).

Dari Soal 41, X-(CXD) = (Xx{)-D. Misalkan X = A XB; maka

"

(AXB) - (CxD) {tAxB)xcC} - D = {B(A:C) - A(B-C)} - D

(A-C)(B-D) - (A-D)(B-C), pergunakan Soal 47 (b).

49, Buktikan: AX(BXC) + BX(CxA) + Cx(AXB) -= 0.

Menurut Soal 47 (a), A X (BxC) B(A-C) - C(A-B)

Bx(CxA) = C(B+A) - A(B-C)

Cx(AxB) = A(C-B) = B(C: A)
Jumlahkan, maka diperoleh hasilnya.

50. Buktikan : (AXB) x(CxD) = B(A-CxD) - A(B:-CxD) = C(A-BxD) — D(A-BxC).

Menurut Soal 47 (¢), Xx(CxD) = C(X:D) — D(X-C). Misalkan X =Ax B; maka

(A xB) x (CxD)

1

C(AxB-D) - D(AxB:C)
C(A-B XD) — D(A-BXC)

1"

Menurut Soal 47 (b) (AxB) xY = B(A-Y) - A(B-Y). Misalkan Y=CxD; maka
(AX B)x (Cx D)=B(A -Cx D) - A(B -Cx D).

51. Misalkan POR sebuah segitiga bola yang sisi-sisinya p, ¢, r adalah busur-busur dari lingkaran-lingkaran besar.
Buktikan bahwu
sinP _ sinQ  sinR

sin p sin g sin r

Andaikan bahwa bolanya (lihat gambar di halaman 31) berjejari satuan, dan misalkan vektor-vektor
satuan A, B, dan C digambarkan dari titik-pusat bola O berturut-turut ke P, Q, dan R. Dari Soal 50,

1) (AXB) x (AxC) = (A*BxC)A
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Vektor satuan yang tegak-lurus A x.B dan A x C
adalah A, sehingga (/) menjadi

(2) sinr sing sin? A = (A-BxCA atau
3 sinr sing sinP = A-BXC

Dengan mempermutasikan p, ¢, r, P, Q, R dan
A, B, C secara siklis, kita dapati

4) sinp sinr sinQ = B-CXA
(5 sing sinp sinR = C-AXB

Karena ruas kanan dari (3), (4) dan (5) adalah
sama (Soal 40) maka
sin r sin g sin P = sin p sin r sin Q =sin g sin psin R

yang darinya kita peroleh sin P = M = M

sinp sin ¢ sin r

Pernyataan ini disebut hukum sinus untuk segitiga bola.

Buktikai : (AXB)+ (BXC)x(C xA) = (A-BxCY.
Menurut Soal 47 (@), XX(CxA) = C(X-A) - A(X-0C). Misalkan X= b x C; maka

(BXC) X (CxA) = C(BxC-A) - A(BXC:-C)
= C(A-BXC) - A(B-CXxC) = C(A-BXC)

Jadi (AXB)-(BXC) X (CxA) = (AxB):-C(A-BxCQC)
= (AXB-C)(A-BXC) = (A-BxC)?

bxc cxa ;. axb

i ! o

. i vektor-vekt a = —, = —— dﬂn c = 9
Diketahui vektor-vektor A bt 2 b XE a‘bxc

perlihatkan bahwa jika a*bxc # 0, maka

(ay aa =b'-b = c'~c = 1,

(by @b = a's¢c =0, H-a =b.-c =0, c-a =c"b =0,
(¢) jikaa-bxc = V maka a"~b'><c' = 1/V.

(d) a',b' dan ¢’ tak-koplanar jika a, b dan ¢ tak-koplanar.

1 ' bx c a-bxc
(@) a-a = a-a = a- = =1
a-bxc a*bxc
cx a b-c a-bxc
bb = b-b = b- 2 = ke 2 =
a-bxc a-bxc a-bxc
' ' axb c.axb a.-bxc
c-c =c¢-C = ¢C- = = = q
a‘bhxc a‘bxc a‘bxc
(by ol = e s e bxc =b-bxc=bxb-c=0

a-bxc abxc abxc

Dengan cara yang sama diperoleh hasil-hasil lainnya. Hasil-hasil inj dapat dilikat dengan memperhatikan
bahwa misalnya, a' arahnya sejajar b X c sehingga dengan demikian haruslah tegak-lurus b dan ¢ dari mana
diperoleh a - b=0dana - c=0



32 HASILKALI TITIK DAN SILANG

Dari (a) dan (b) kita melihat bahwa himpunan vektor-vektor a, b, ¢ dan a’, b’, ¢’ adalah vektor-vektor
resiprokal. Lihat pula Soal-soal Tambahan 104 dan 106.

© a - bxc' W= cxa' Sl axb
V 14 ' vV
Maka &-Bxd = (bxc)-(cxa)xaxb)  (axh).(bxc)x(cxa)
Ve Ve
_@bxe® V2

/8 yo pergunakan Soal 52.

(d) Menurut Soal 43, jika a, b dan c tak-koplanar a - b x ¢ # 0. Maka dari bagian (c) diperoleh bahwa
’ 4 ’ - ’
a -b xc #0,sehingga dengan demikian a', b’ dan ¢ juga tak-koplanar.

54. Perlihatkan bahwa sebarang vektor r dapat dinyatakan dalam vektor-vektor resiprokal dari Soal 53 seperti

r = (r-a)a+ -b)b+ (r-c)c.
Dari Soal 50, B(A-CxD)—A(B-CxD) = C(A-BxD)- D(A-BxC)
A(B-Cx D) B(A-Cx D) C(A-Bx D)
Wiaka D = TABxc ~ A BxC '~ A-BxC

Misalkan A =a, B=b, C=c¢ danD =r. Maka

r-bxc r-cxa r-axb
+ +

5 = a‘bxca a‘bxc a‘bxc
bx c cxa axb
= . + r- b+ r- Ye
f (a-bxc)"1 f (a-bxc) (n~bxc

= (r-a)a + @-B)b + (r-c)c

Soal-soal Tambahan

'/55.)Hitunglah: (@) k-(i+j), (b) (i1—2K)*(j+3k), (c) (2i —j+3Kk)«(3i+2j—K).
Jawab. (a)0 (b)—6 (c)1

56. Jika A=1i+3j—2k dan B =4i— 2j+4k, carilah :

(@a)A-B, (B A, (c)B, (d) [3A+2B|, (e) (2A+B)-(A—2B).
Jawab. (@) —10 (B)WV1id (c)6 (d)V150 (e)—14

57. Carilah sudut antara : (a) A =3i+2j—6k dan B = 4i—3j+k, (b) C = 4i—2j+4k dan D =3i—6j—2k.

Jawab. (a) 90° (&) arc cos 8/2" = 67°36'

/;D Untuk harga-harga a yang manakah A =ai — 2j + k dan B = 2zi+aj — 4k saling tegak-lurus ?
~-" Jawab. a = 2, —1.

59. Carilah sudut lancip yang dibuat oleh garis yang menghubungkan titik-titik (1, —3, 2) dan (3, —5, 1) dengan
sumbu-sumbu koordinat. Jawab. arc cos 2/3, arc cos 2/3, arc cos 1/3 atau 48°12, 48012', 70°32'

'1' 60./ Carilah cosinus-cosinus arah dari garis yang menghubungkan titik-titik (3, 2, —4) dan (1, -1, 2)
— Jawab. 2/7, 37, —6/7 atau -2/7, =3/7, 6/7.

61. Dua buah sisi sebuah segitiga dibentuk oleh vektor-vektor A = 3i+ 6j — 2k dan B = 4i — j + 3k. Tentukan
sudut-sudut dari segitiga ini. Jawab. arc cos 7/3/75, arc cos \/26/+/75,90° atau 36°4', 53°56', 90°
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Diagonal-diagonal sebuah jajaran-genjang diberikan oleh A = 3i — 4j — k dan B = 2i + 3j — 6k. Perlihatkan
bahwa jajaran-genjangnya adalah sebuah belah-ketupat dan tentukan panjang sisi-sisi dan sudut-sudutnya.
Jawab. 5V3/2, arc cos 23/75, 180° — arc cos 23/75 atau 4,33, 72°8', 107°52'

63. Carilah proyeksi vektor 2i — 3j + 6k pada vektor i +2j + 2k. Jawab. 8/3

64. Carilah proyeksi vektor 4i — 3j + k pada garis yang melalui titik-titik (2,3, -1)dan (-2, -4,3).
Jawab. 1.

65) Jika A =4i — 3j+ 3k dan B = — 2i+j — 2Kk, carilah vektor satuan yang tegak-lurus A dan B.

66.
67.

68.

7

69.

70.

~
L

73,

74.

73.

76.

77

78.

Jawab. + (i —2j - 2k)/3
Carilah sudut lancip yang dibentuk oleh dua buah diagonal sebuah kubus. Jawab. arc cos 1/3 atau 70°32'
Carilah vektor satuan yang sejajar bidang xy dan tegak-lurus pada vektor 4i — 3j + k. Jawab. + (3i+ 4j)/5

Perlihatkan bahwa A = (2i —2j + k)/3, B = (i+2j + 2k)/2 dan C=(2i+j— 2k)/3 adalah vektor-vektor
satuan yang saling tegak-lurus.

Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah obyek sepanjang garis lurus dari a3, 2, -1)
hingga (2, —1, 4) dalam sebuah medan gaya yang diberikan oleh F =4i— 3j+ 2k. Jawab. 15

Misalkan F sebuah medan-gaya konstan. Perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan dalam menggerakkan
sebuah obyek mengelilingi sebarang poligon tertutup dalam medan ini adalah nol.

. Buktikan bahwa sudut yang dibentuk dalam sebuah setengah-lingkaran adalah siku-siku.

“Misalkan ABCD sebuah jajaran-genjang. Buktikan bahwa AB2+ BC? + CD? + DA = 4C? + BD?.

Jika .4BCD adalah sebarang empat-persegi-panjang dan P dan Q adalah titik-titik tengah dari diagonal-
diagonalnya, buktikan bahwa 4B? + BC? + CD? + DA% = AC?+ BD?+ 4P(Q?

Ini adalah perluasan dari soal sebelumnya.

(a) Carilah persamaan sebuah bidang yang tegak-lurus pada vektor A yang diketahui dan berjarak p dari
titik-asal.

(b) Nyatakan persamaan dari (¢) dalam koordinat-koordinat tegak-lurus.

Jawab. (@) r-n=p, dimana n=A/A; (b) Ajx+ A,y +A3z=Ap

Misalkan r; dan r, vektor-vektor satuan dalam bidang xy yang membuat sudut-sudut a dan B dengan
sumbu x positip.
(a). Buktikan bahwa F1= cos® i + sind j, rp=cosB 1 + sinf j.
(b). Dengan meninjau t, r,, buktikan rumus trigonometri
uos(a.—B) = cosQ cosB+ sin @ sinB, cos (a +B) = cos cosB-—sina sinB

Misalkan a adalah vektor kedudukan dari sebuah titik (x;, ¥, z,) yang diketzhui, dan r vektor kedudukan
dari sebarang titik (x, v, z). Nyatakan tempat-kedudukan dari r jika (a) lr—al=3,()(r—-2a)-a =0,
(c)(r—a)-r=0.
Jawab. (a). Permukaan bola, pusatnva di (x,, y;, z;) dan berjejari 3.
(b). Bidang yang tegak-lurus a dan melalui titik terminalnya. . SR
(¢). Permukaan bola dengan pusat di (xy/2, ¥1/2, z;/2) dan berjejari ;—\/x% +y} +Z%, atau se-
buah permukaan bola dengan a sebagai diameter.

Diketahui A = 3i+j+ 2k dan B =i — 2j — 4k adalah berturut-turut vektor-vektor kedudukan dari titik-titik
P dan Q.

(a). Carilah persamaan bidang yang melalui Q dan tegak-lurus garis PQ.

(b). Berapakah jarak dari titik (=1, 1, 1) ke bidang ?

Jawab. (@) (r - B)-(A - B) = 0 atau 2x +3y +6z = —28; (b) 5.

Hitunglah masing-masing yang berikut ini :
(a) 2§ x(3i—4k), (b) (1+2))xk, (c) (21—4k)x(1+2)), (d) (4l+j—2k)x(3i+K), (e) (2i+]—Kk)x(3i—2j+4k).
Jawab. (a)—8i—6k, (b)20—1, (c)8i—4j+4k, (d)i—10i—3k, (e) 2i—11j— Tk
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Jika A =3i—j—2k dan B =2i+3j+k, carilah : (@) |AxB/[, (b) (A+2B)x(2A—B),

() |(A+B)x(A—B)|.
Jawab. (@) V195, &(b) —251 +35j— 55k, (c) 2V195

Jika A=i-2j—-3k, B=2i+j—k dan C =i+3j—2k, carilah:

(@) |(AxB)x Cl, (¢) A+ (BxC), (e) (AxB) x (B xC)

) |A x (BxC)|, (d) (AxB)-C, () (AxB)(B-C)

Jawab.(a) 5V26, (b)3V10, (c)—20, (d)—20, (e)~40i—20j+20k, ((f) 35i—35j+35k

Perlihatkan bahwa jika A # 0 dan kedua persyaratan berikut (¢) A - B = A-C dan (b)) AxB = AxC
berlaku secara serempak maka B = C, tetapi jika hanya salah satu dari persyaratan ini yang berlaku maka
B #C.

Carilah luas jajaran-genjang yang memiliki diagonal-diagonal A = 3i+ j — 2k dan B =i — 3j + 4k.
Jawab. 5\/?.

Carilah luas segitiga yang titik-titik sudutnya pada (3, —1, 2), (1, —1, —3) dan (4, =3, 1). Jawab. ¥»/165.

Jika A =2i+j — 3k dan B =i — 2j + k, carilah sebuah vektor yang besarnya 5 dan tegak-lurus A dan B.

Jawab. + ST‘/:;‘(i+j+k)

Pergunakan Soal 75 untuk menurunkan rumus
sin(@—PB) = sin® cosB — cos@sinP, sin(0+P) = sind cosB + cos® sinfP

Sebuah gaya yang diberikan oleh F = 3i + 2j — 4k dikenakan pada titik (1, —1, 2). Carilah momen dari F
terhadap titik (2, — 1, 3). Jawsb. 2i—7j — 2k.

Kecepatan sudut dari sebuah benda-kaku yang berotasi mengelilingi sebuah sumbu rotasi diberikan oleh
w = 4i +j — 2k. Carilah kecepatan linear dari sebuah titik P pada benda di mana vektor kedudukannya re-

latif terhadap sebuah titik pada sumbu rotasi adalah 2i — 3j+k. Jawab. — 5i— 8j — 14k

Sederhanakan (A+B)* (B+C)x (C +A). Jawab. 2A°*BxC

A-a A‘b
Buktikan bahwa (A*BxC)(a-bxc) = B.-a B:.b B.c
C-a C:b C-c

C .rilah volume sebuah paralelepipedum yang sisi-sisinya dinyatakan oleh A = 2i — 3j + 4k, B=1i+ 2j — Kk,
C =3i—j+2k. Jawab. 7. 3
Jika A - B x C =0, perlihatkan bahwa atau (¢) A, B dan C koplanar tetapi tak ada dua tuah vektor dari-

nya yang kolinear, atau (b) dua buah vektor dari A, B dan C kolinear, atau (c) semua vektor A, B dan C
kolinear.

Carilah konstanta ¢ sehingga vektor-vektor 2i — j + k, i+ 2j — 3k dan 3i +aj + Sk koplanar. Jawab. a=—4.
Jika A= xja+yb+zc, B=x,a+y,b+z3cdan C=x3a+y3b+z3c, buktikan bahwa
xy Y1 %
A-BxC = |x, y, z,| (a-bxc)
(¥a Yz 23
Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup agar A.x (B x C) = (A x B) x C adalah (A x C) x B = 0. Bahaslah
kasus dimana A-B = 0 atau B-C = 0.

Misalkan titik-titik P, Q dan R memiliki vektor-vektor kedudukan r; = 3i — 2j — k, r, = i+ 3j+4k dan
r3 = 2i+ j — 2k relatif terhadap titik-asal O. Carilah jarak dari P ke bidang OQR. Jawab. 3.
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Carilah jarak terpendek dari (6, —4, 4) ke garis yang menghubungkan (2, 1, 2) dan (3, -1, 4). Jawab. 3

Diketahui titik-titik » (2,1,3), 0 (1,2,1), R (-1, =2, =2) dan S (1, —4, 0), carilah jarak terpendek
antara garis-garis PQ dan’ RS. Jawab. 3v/2

Buktikan bahwa garis-garis tinggi dari sebuah segitiga (garisnya diperpanjang bila perlu) berpotongan dise-
buah titik (orthocenter dari segitiga).

Buktikan bahwa garis-garis sumbu dari sisi-sisi sebuah segitiga berpotongan disebuah titik (circumcen.er dari
segitiga).

Buktikan bahwa (AxB)-(CxD) + (BxC)-(AxD) + (CxA)-(BxD) = 0.
Misalkan PQR sebuah segitiga bola yang sisi-sisinya p, ¢, r adalah busur-busur dari lingkaran-lingkaran besar.
Buktikan hukum cosinus untuk segitiga bola,

cosp = cosgq cosr + sing sinr cos P

dan juga rumus yang analog untuk cos q dan cos r yang diperoleh melalui permutasi siklis dari huruf-huruf.
[ Petunjuk : Interpretasikan kedua belah ruas dari identitas (A xB): (AxC) = (B-C)(A-A) —

(A* C)(B-A):]

Carilah suatu himpunan vektor-vektor resiprokal terhadap himpunan vektor

21+3j—k, i—j—2k, —i+2j+2k:

Jaweh. i+l —By4i_ 2 T332
3i 3k' I*Il j 3k' 31 i Sk
Jika a'= ol . pl= oSEE dan ¢'= axb , buktikan bahwa
a-bxc a-bxc arbxc
L e c'xd axb'
T s At S CF S T
a-bxc - a*bxc a-b'xc

Jika a, b, cdan a’,b’, ¢’ adalah sedemikian rupa sehingga

buktikan bahwa dari sini diperoleh

r _ bxc pU = gxa + _ axbh

a-bxc’ a-bxc’ a-bxc

Buktikan bahwa himpunan vektor-vektor tangan-kanan yang dirinya sendiri juga vektor-vektor resiprokal
adalah vektor-vektor satuan i, j, k.

Buktikan bahwa terdapat satu dan hanya satu himpunan vektor-vektor resiprokal terhadap suatu himpunan
vektor-vektor tak-koplanar a, b, ¢ yang diketahui.
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